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INTRODUCCION
El origen de la teorîa de equisingularidad se encuentra en los 
trabajos de Brauner | 5 |, Burau | 8 | y Zariski ]39| que asocian a
una curva analîtica plana corapleja de ecuaciôn f(x,y) = 0 un nudo
3 2 4toroidal en E , procediendo por identification de Œ con E , to-
mando la section de la curva por una esfera, con centro en el punto
singular y realizando la proyeccion estereogrâf ica. El tipo de inme_r
siôn del nudo queda unxvocamente determinado por una serie de pares
de numéros (m^, ,  que se pueden calculer en termines
puramente algebraicos a partir de la ecuaciôn de la curva.
Zariski establece en su artîculo |35| toda una serie de crite- 
rios équivalentes a la igualdad del tipo de inmersiôn de los nudos 
asociados a dos curvas algebroides planas. Estos criterios son la ba 
se de la larga lista de articules sobre equisingularidad y satura- 
ciôn |37|, 138(, ..., en los cuales, prescindiendo del origen del pr£
blema de clasificaciôn de nudos, establece una teorîa puramente alge 
braica encaminada a expresar cuando la singularidad de una variedad 
V en un punto P es similar a la de otra variedad V ’ en el punto 
P '. No obstante, los resultados de Zariski se limitan casi siempre a 
hipersuperficies y a cuerpos de caracterîstica cero, y su teorîa es 
compléta unicamente en el caso de singularidades de curvas planas. En 
este caso, la igualdad del tipo de inmersiôn de los nudos asociados 
a las curvas, es équivalente a una serie de criterios entre los que 
des tacamos los siguientes:
i) Igualdad del proceso de reduce ion de la s ingularidad.
Dada una curva algebroide irreducible 0, por transformacio- 
nes cuadraticas sucesivas se obtiene una suc es ion
0 C  0^ C  ... C  Oj. = 0, donde 0 es el cierre integro 
de 0 en su cuerpo de fracciones, de este modo a 0 se le asocia una 
sucesion numërica e((7) 2  ^(0^) ^  e = 1 que recibe el nom­
bre de sucesion de multip1icidades de 0. Entonces diremos que dos 
curvas 0, 0 ’ tienen igual proceso de reduce ion si coinciden sus su­
ces iones de multiplicidades.
(il) Igualdad de semigrupo de valores.
El cierre întegro de (? en su cuerpo de fracciones (J es 
un anillo complète de valoracion discreta, luego existe una valoraciôn 
intrînseca v de 0 e Imv - {0} = F (0) C N es un subsemigrupo de 
complemento finito que recibe el nombre de semigrupo de valores de (?.
(iii) Igualdad de exponentes caracterîsticos.
Si la caracterîstica del cuerpo base es cero se pueden encon 
trar una parametrizacion de Puiseux de 0 (x ~ t", y = y(t), V(y)^n) 
y a esta parametrizacion le asociamos una serie de numéros llam^
dos exponentes caracterîsticos de 0. A estos criterios se pueden an^ 
dir otros como equisaturacion, igualdad de pares caracterîsticos, etc.
En el caso de que la caracterîstica del cuerpo base sea distinta 
de cero, los conceptos que intervienen en algunos de los criterios aji 
teriores continuas ten iendo sent ido como, por ejeraplo, la sucesion de 
multiplicidades o el semigrupo, pero otros como la saturacion c los 
exponentes caracterîsticos, o bien carecen de sen t ido, o bien dejan
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de ser intrînsecos y pasan a dependcr de la inmeraiôn de la curva en 
cl piano, y es necesario sustituir el desarrollo de Puiseux por un de^  
sarrollo mas ligado al proceso de reduccion de la singtilaridad que es 
el de llamburger-Noether (ver Campillo | 9 |).
Un analisis de la construccion del semigrupo de valores o de la 
sucesion de multiplicidades prueba que estos dependen es encialmente 
de la anulacion de determinados coeficientes en el désarroilo de Ham- 
burger-Noether, por tan to existe una semicontinuid ad del semigrupo que 
permite dada una familia de curvas planas hablar de "curva genêrica" 
de la familia en termines de equisingularidad. Este hecho permite com 
parar, dada una familia de curvas, la curva genêrica de la familia y 
una curva especîfica de la familia con lo que se puede bablar de fam^ 
lia equisingular de curvas.
Zariski en |35| , |37| estudia criterios de equisingularidad de 
familias de curvas planas. Dichos criterios ban s ido detallados y am 
pliados sustancialmente por Teissier |29|, Merle |22|, Wabl |33|. 
quienes demues t ran esencialmente que una familia de curvas planas es 
equisingular si existe un proceso de reduce ion simultanés de las cur­
vas de la familia en el sent ido de que la reduccion de la singualri- 
dad de la "curva genêrica" por transformaciones cuadraticas se puede 
trasladar a una reduccion de la s ingularidad de la familia considera- 
da como bipersuperficie, por t ransformac iones monoi dales. La equisin- 
gularidad en familia es en cierto sent ido "mas fâcil" que la de cur­
vas, puesto que la semicontinuidad del semigrupo de valores ga ran t iz a 
que este es constante s impiemente con que se man t en ga el numéro de sus 
"buecos" s in necesidad de suponer nada sobre la d istribuciôn de los
- V i ­
de equisingularidad dada, es en cierto modo, una generalizacion de un 
problema de tipo Riemann local. Esta version del problema de moduli 
con la equisingularidad de Zariski para curvas planas fue resuelta com 
pletamonte por Merle |2Z| y Ebey )121 , siempre en el caso de caracte­
rîstica cero. Fosteriormente, Nobile |2 3|, |24| , da una so lue ion del
mismo utilizando ecuaciones par araétr icas, y Campillo | 10 1 con desarro^ 
llos de H-N resuelve el problema, ob t en iendo un esquema de moduli fun_ 
c ion de la clase de equisingularidad, del cual por cambio de base se 
obtiene el espacio de moduli correspohdiente a dicha clase, sobre un 
cuerpo de caracterîstica arbitraria. Campillo demuestra tambien que 
dicho espacio es irreducible, resolviendo una conjetura de Zariski y 
Merle.
La construccion del espacio de moduli lleva a considérât la exi^ 
tencia de una deformacion equisingular versai, de la cual por cambio 
de base, se obtienen todas las deformaciones equisingulares. La cons­
true c ion de esta deformacion para curvas planas en caracterîstica ce­
ro se debe a Wabl |331 y fue posteriormente simplificada por Nobile 
I24I. Para curvas alabeadas présentâmes en esta memoria una construc­
cion de una deformacion equisingular versai.
En resumen los principales resultados a que 1legamos en esta me­
moria son los siguientes:
i) La definiciôn de equisingularidad propues ta para deformaciones 
de curvas alabeadas irreducibles, basada en la existencia de un desa- 
rrollo de Hamburger-Noetber CH-N) en familia es équivalente a la equ_i 
s ingularidad residual de Stuz |2 71 basada en equirresoluciôn por tran^
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formac. iones monoidales . Esta impi ica a la vez la posible generaliza­
cion de la de Zariski para curvas planas irreducibles.consistante en 
la igualdad de las sucesiones de multiplicidad de las curvas genêri- 
cas y especîfica.
i i) La existencia de una deformacion equisingular universal en
el caso de deformaciones de una parametrizacion de una curva.
iii) Construccion de la deformacion equisingular miniversal para 
el caso de deformaciones de una parametrizacion.
La présente memoria esta dividida en 5 capitules cuyo resumen i_n
cluimos a continuacion :
En el capîtulo 0 es tan contenidos de forma esquema t ica los resuj^ 
tados disperses sobre curvas alabeadas, que son necesarios para el 
buen entendimiento de esta memoria.
En el capîtulo I pasamos a estudiar las familias de curvas con 
el nombre usual de deformaciones, con la d i s t inc ion entre deformacion 
de una curva algebroide irreducible con espacio de paramétrés A, y
deformacion de una parametrizacion sobre A.
Def i n i c i ô n  1 . 1 . Sea A una c a t e g o r î a  de anillo s. D a d a s  una cur v a  a l ­
g e b r o i d e  ( i r r e d u c i b l e )  y un a n i l l o  A 6 Ob (A) l l a m a r e m o s  A - d e -
f o r m a c i ô n  de X^ s o b r e  A a todo e s q u e m a  tal que:
- V I 1 1  -
Spec k *- Spec A « '"Spec A "
o, lo que es lo mistno, es la fibra de X sobre el punto cerrado
imagen de Spec k en Spec A. En este caso pondremos |X,X^,Spec A|
Si X = Spec 0 y X^ = Spec 0^ llamaremos indistintamen te de­
formacion a X y 0. Por dualidad se verifies 0^ ~ 0 k siendo 
8^ el producto tensorial en A, y como 0^ es irreducible, la fi­
bra del morfismo en él origen es reducida. Escribiremos |0, 0^, A|.
Def iniciôn 2.1. Dada una parametrizaciôn primitiva % ~ {4>j(t),...
. . . , ( t ) } de una curva algebroide irreducible 0^, diremos que
$ = { » • • • » con G A| |t| |, A G d (categorîa de las k-alge-
bras finitamente generadas locales, noetherianas y complétas) es una 
def ormaciôn de la parametrizaciôn si res ^ i ~ ^ i  ’"/v * I I I I -
= <|)^ (t), y escribiremos | $, x» A|.
Ambos conceptos son distintos y es tan relacionados como indica- 
mos a continuaciôn cuando A pertenezca a la categorîa C,
Dada | 4>, x» A | deformacion de una parametrizaciôn X de una 
curva Oq se le asocia una deformacion jO, 0^» A| donde
0 ~ (|^ ér~i>) y ^ es el homomor f ismo $(X^,) = S in embargo no es
una deformaciôn en el sentido de la definiciôn pues 0 k ~ es
(^^^) « Oq pudiendo aparecer en 0 k componentes sumergidas
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es decir elementos nilpotentes, como se ve en cl ejemplo slguiente:
Sea 1$, X« A.| con $ =» f = t ^ = ut^},
X “ *= = o) , A = kj|u||. Definimos 4»(X,) =
I AlIXjjXjfX^II
y la deformacion asociada es |0, (?q , Aj con 0 ~ (ker~ ---
kj I Xj ,X2 ,Xj I I 0  ^ (ker 4>)
« ~ % 5  y en>bargo 0  ^ ÿ ^  ya que X3 0 — X
^AJ " ^2* ^3/ A
X3 G -, pues u^Xj X2 - X3 6 (ker 4») .
La existencia de una parametrizacion para una deformacion dada
no siempre esta garant izada. En el caso analîtico, Teissier |281 da
condiciones para su existencia siempre que el espacio de parâmetros
de una deformacion plana sea liso y de dimension 1 y Raynaud |291 lo
hace si el espacio de paramètres es normal y de cualquier dimension.
En ambos casos la existencia de parametrizaciôn es equiva^len te a la
(?o
constancia del invariante 6 definido por 6(0^) = dim -q~ .
k o
Tambiën estudiamos en este capîtulo la deformaciôn de un desarro- 
llo de H-N sobre A o desarrollo de H-N en familia que se define en 
la secciôn 3 y que lleva asociada naturalmente cuando A G.C una de­
formaciôn de la parametrizaciôn de la curva, que tiene como desarrollo 
de H-N la reducciôn de este modulo m^ ^.
Considérâmes tambien en este capîtulo las nociones de curvas ge­
nêrica y especîfica de una deformaciôn, como traslaciôn natural de las 
del caso analîtico complejo. El conrepto de una curva especîfica es 
de traslaciôn inraediata y el unico problema se présenta al pretender 
trasladar la nociôn de curva genêrica, puesto que no contamos sino con
un punto cerrado. Para resolver este problems sustituimos el hecho de 
tomar la fibra en un punto perteueciente a un subespacio y proximo al 
punto de partida, por la localizacion en el punto genêrico del subes­
pacio, lo cual lleva consigo la necesidad de cambiar el cuerpo base 
extendiendolo al cuerpo de f une ion es racionales en el subespacio con­
sider ado.
Este proceso produce problemas al considerar la curva genêrica 
0 definida a lo largo de una secciôn s de ideal p.
0^ % (0^) ®ic(p) ' Si la caracterîstica del cuerpo base es p ^ 0
Oy puede en general no ser una curva, pues puede no ser reducido co­
mo prueba el siguiente ejemplo debido a Abyhankar | 2 j .
A | I
Sea 0 ~ -----------  con A = k||u|j y k de caracterîstica p,
(XP +u XP)
k(.(u)) j |X ,X I I
sea p = (X,,X_)0 entonces Û ~ ------------------ con k((u)) cuer-
' ' p (xP + . xP)
po de fracciones de k||u||. Sea k((u)) cierre algebraico de 
k((u)), existe u^ G k((u)) con u^ = u, y 0^ = (0^) ®k( (u)
k((u))I|X,,X II 
~ ----------------  tiene elementos nilpotentes.
(Xj + U,X,)P
Si la caracterîstica del cuerpo base es cero demostramos que da­
da una secciôn de la deformaciôn, la curva genêrica a lo largo de di­
cha secciôn es reducida y ademas depende sôlo de la secciôn consider^ 
da como subvariedad de 0, es decir no depende de la retracciôn
Spec 0 -- *- Spec A que define la deformaciôn. Si la caracterîstica
del cuerpo base es distinta de cero, afin en el caso en que la curva 
genêrica a lo largo de una secciôn sea reducida, dicha curva depende 
de la retracciôn que define la deformaciôn como se ve en el ejemplo
4.6. debido a Abyhankar.
La similitud del desarrollo de H-N de una curva con el definido 
para una deformaciôn de un desarrollo de H-N inspira la pos ib ilidad 
de définir el semigrupo de valores asociado a una deformaciôn de una 
parame trizaciôn. Este semigrupo no es el semigrupo de los ordenos de 
las series del anillo, sino solamente contiene las ordenes de los ele^  
mentos en los que el coef iciente de la forma inicial es una unidad, 
lo cual résulta de forma natural del proceso de generalizaciôn del se_ 
raigrupo ya que la generalizaciôn de un elemento en un cuerpo es una 
unidad en un anillo.
Lamentablemente el semigrupo de una deformaciôn de una parametri^ 
zaciôn no tiene en general complementario finito como prueba el sigpien 
te ejemplo:
Consideremos |$, y, A | , con $ = •= ut + t ^ , $2 “ t^} ,
X ~ t'î’i “ t^, ^2 “ t^}, y A = k||u||. El semigrupo es S ($) =
= { no tiene complementario finito.
S in embargo en el ultimo capîtulo veremos que en el caso de una 
deformaciôn de un desarrollo de H-N el semigrupo tiene complementa­
rio finito.
Lo que si se verifies es que si el semigrupo es de complemento fi^  
nito, es decir, si existe conductor c para el semigrupo, existe en 
cierto sentido un conductor para la deformaciôn de la parametrizaciôn 
en A I 11 I I, y c es su orden, Con lo cual, en este caso, para que 
coincidan dos deformaciones de dos desarrollos de H-N de una curva 
basta con que sus-matrices tengan las c-primeras columnas iguales.
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En el capiLulo II se estudia el efecto de una transi ormaciôn mo^  
noidal sobre una familia de curvas en el sentido siguiente.
Consideremos una deformaciôn de una curva con espacio de parame^ 
tros A, entonces, la fibra genêrica de la deformaciôn inducida en 
el transformado monoidal de la deformaciôn, por la retracciôn de esta, 
es isomorfa a la transformada cuadratica de la curva genêrica de la 
deformaciôn.
No se puede decir lo mismo para la curva especîfica, porque el 
morfismo dado por la transformac ion monoidal no es finito como demue^ 
tra el ejemplo siguiente:
AlIXj.X^.X 11 kjjXj.X II
Sea |0, Oq, A| con 0 ~ --3 ÿ T"* ~-- 3--- 5--
(Xg +xj u + X p  (Xg + x p
A = kIIuI I . El transf o rmado monoidal estricto de 0 con centro
A||Xi,Xp|
p - (X.,Xy)0 es 0' ~  T-------ô donde X, = X, X,.
(Xg X p u + X p
k||x^,Xp|
La curva especîfica de 0' es (O') ~ ----- --- r—  y la trans-
° (X, (Xl^+X, ))
k||x ,x'(|  ^ '
) =  p— .formada cuadratica de 0 es (0
(Xj" + xj)
Cuando teneraos una deformaciôn de una parametrizaciôn equimulti­
ple, es decir, con curvas genêrica y especîfica con igual multiplici­
dad, la deformaciôn se comporta respecta de las transf ormaciones mono 
dales analogamente a una parametrizaciôn de una curva irreducible re^ 
pecto de la transformaciôn cuadratica. Existe un solo transformado nm 
noidal, que se calcula facilmente por medio de la deformaciôn, y se 
verif ica en este caso que aunque el transformado monoidal de las de-
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formaciones no es en general una deformaciôn de una curva reducida, 
si admite una parametrizaciôn cuyas curvas especîfica y genêrica son 
las transformadas cuadraticas de las curvas especîfica y genêrica de 
la deformaciôn dada.
El capîtulo III comienza con las très definiciones mas natural es 
de equisingularidad en familia de curvas algebroides irreducibles, 
desde el punto de vista del proceso de reducciôn de la singularidad . 
Naturalmente las condiciones de validez no son las mismas puesto que 
las dos primeras son validas, en principio en caracterîstica cero, 
aunque con nuestra adaptation, fijada la retracciôn, son validas para 
cualquier caracterîstica. Las definiciones son las siguientes:
ESI Dada la deformaciôn | (?, 0^, A, s| con A G C regular y una 
unica secciôn singular s, diremos que es equisingular ESI a lo lar­
go de s si se verifican las condiciones siguientes:
(i) Sea p el ideal de la secciôn s y m el ideal maximal de
0, si TTI : B1 (0)  ► Spec (0), TT^  es finito y para todo punto
cerrado m^ 6 ir  ^(m ) el transf ormado monoidal en la direcciôn de
m^ de 0, TT J : Spec ( (61^(0) ^ -----Spec 0 es independiente del
punto m^ utilizado para construirlo.
(ii) Sea Pi_i ® Spec 0^  ^ un ideal primo minimal que yace sobre
p^ 2 via el homomor f ismo  ^. El morfismo
ïï. : B1 (0. )  *■ Spec 0. es finito y si m. , es el ideal
1 Pi-1 1-1 1-1 1-1
maximal de 0. . el morfismo if - : Spec (0 ■ ) = Spec CCBl (0) ) )
Pi_l i_i
 S p e c {) .
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es independiente del punto cerrado G ir^  *^“i-l^ utilizado para
def inirlo.
(iii) Para todo i, o bien 0^ es regular, o su lugar singular 
es ... ïï~^(V(p)).
(iv) Existe un r G H con 0^ regular (y por tanto Oj, con
j > r , regular).
(v) Sea p* = ••• (con . : 0.  ^  *■ 0^ mor-
(?2
fismos asociado a ir^ ) entonces ^p'*() r ed ~
ES2. Dada la deformaciôn (0, 0^, A, s| con A G C dominio de int^
gridad y s la unica secciôn singular dada por el ideal p, diremos
que es equisingular ES2 a lo largo de la secciôn s si se verifies:
(i) 0^ es geomet ricamen te no ramif icado, es decir la curva gene^
r ica Oy ~ (Op) ®k(p) ^^P^ ^s dominio de integr idad.
(ii) E(Oq ) = E(Oy), E( ) = sucesiôn de multiplicidades (0-5).
ES3. Dada la deformaciôn j (), 0^, A, sj con A G C y s la unica 
secciôn singular, diremos que es equisingular ES3 a lo largo de s 
si admite un desarrollo de H-N relative a la secciôn s.
Los ejemplos 1.1.2, 1.1.3, 1.2.3, 1.32 ilustran las définiei^ 
nés anteriores.
En la segunda secciôn del capîtulo III se comparan las definici£ 
nés anteriores probândose que
ESI <==*» ES3 ES 2
El problema de la comparacion de ES2 y ESI tropieza de nuevo con 
la diferencia entre platitud normal y equimultip1icid ad. Para el caso 
de curvas planas ESI <==> ES2 ^ sin embargo en este caso de curvas 
alabeadas la igualdad de las suces iones de multiplicidad de la curva 
plana genêrica y especîfica, lo mas que permite afirmar es la equimul 
tiplicidad de la familia curvas, considerada como variedad, a lo lar­
go del espacio de paramétrés. Si la variedad es interseccion compléta 
estricta Herman-Orbanz |14| prueban que en una primera transformaciôn 
monoidal, no se presentan componentes sumergidas en la fibra especîf^ 
ca ya que la variedad es normalmente plana a lo largo del espacio de 
parâmetros. No obstante si la variedad no es intersecciôn compléta e£ 
tricta no esta garantizado este hecbo, y ademas no se sabe en que co£ 
diciones la intersecciôn compléta estricta es astable por transforma­
ciones monoidales.
La presencia de componentes sumergidas es un factor que puede in 
fluir en la multiplicidad, y asî el hecho de la igualdad de la suce­
siôn de multiplicidades puede ser f ic t ic io en el sentido de deberse a 
las componentes sumergidas.
En el capîtulo IV estudiamos la existencia de una deformaciôn 
versai equisingular ES3 de una curva algebroide irreducible y reduci­
da 0. En el caso de curvas planas hay diverses criterios debidos a 
Wahl 13 3 I , Nobile 12 3 1 , y Campillo |lo| todos elles équivalentes pe­
ro que no son vâlidos cuando la dimensiôn de inmersiôn es superior a 
2, puesto que en este caso se presentan sérias dificultades al no coin "
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ci dir las parametrizaciones de las deformaciones y las deformaciones 
de las parametrizaciones.
En la primera secciôn construimos por un proceso induc tivo un 
functor sobre la categorîa K de deformaciones de parametrizaciones 
equisingulares y probamos que es prorrcpresentable y liso. El pro­
ceso de construccion tiene très etapas.
1) Construcciôn de un functor de deformaciones de parametrizac ijo 
nés y una acciôn functorial de grupos con la que clasificamos las de­
formaciones équivalentes.
2) Construcciôn de un "subfunctor" del anterior que limita a coii
siderar las equimultiples a lo largo de su secciôn natural y est£
ble por la acciôn del grupo antes citado.
3) Construit por un proceso inductivo una familia de functores,
por "transformaciones monoidales" a lo largo de la secciôn natural y 
cuyo lîmite es el functor de deformaciones equisingulares de la para­
metrizaciôn ES équivalente al ES3.
El proceso de demostraciôn de que los functores anteriores son 
prorrepresentables, utiliza en cada caso los criterios de Schelessin- 
ger I26|.
Si considérâmes el functor anterior ES sobre la categorîa 
de deformaciones que admiten parametrizaciôn no podemos garantizar 
que este nuevo functor sea prorrepresentable pues en general ana pa­
rametrizaciôn no nos de termina una deformaciôn. No obstante venos que 
este functor es prorrepresentable en la categorîa mas amplia ï y no
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En la segunda secciôn hacemos un a construccion explicita de un 
représentante del functor ES de deformaciones equisingulares de una 
parametrizacion de 0^. Para elle demostramos la existencia de una 
deformacion de una parametrizacion equisingular ES3 miniversai con 
espacio de paramètres regular. La construcciôn utiliza el de.sarrollo 
de H-N, y se basa en ampliar el desarrollo de la curva 0^ al de la 
curva genérica mas general posible con la misma sucesiôn de multipl_i 
cidades que 0^, Este se consigue ampliando la matriz del desarrollo 
de Oq, a una matriz tan amplia como la del cierre de Arf de 0^ y 
sustituyendo ciertos elementos de dicha matriz por indeterminadas de 
forma conveniente para que se mantenga la sucesiôn de multiplicidades. 
De esta manera obtenemos la existencia de un desarrollo de H-N mini- 
versal sobre un anillo regular, o lo que es equivalents, una deforma­
cion equisingular ES3 miniversal con espacio de paramétrés regular, 
en la categorîa H de deformaciones de una parametrizacion.
S in embargo no podemos encontrar por el mismo proceso una defor­
macion equisingular ES3 miniversal para la categorîa de deforma-
ciones con parametrizacion, y a que un desarrollo de H-N no nos propor^ 
ciona en general una deformacion de la parametrizacion como prueba el 
ejemplo siguiente:
Sea el desarrollo |o, 0 , a} con A = k||u|| y D dado por 
:1 ^1
- X V l l l  -
su parametrizacion asociada es $ = { =  t^, = t ^ , 4»^  = u t ^}
que, como vimos en la pagina IX, verifies que su deformacion asoci^ 
da no es propiamente una deformacion.
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CAFITHT.O O 
PRELIMINARES SOBRE CURVAS ALABEADAS
El objetivo de este capitule es reproducir los resultados y def^
niciones necesarias para el buen en tend imie.nt o del resto de la memo-
ria. Las fuentes utilizadas son esencialmente Campillo j 9 |, Vicente 
I 31 I , Eariski |3 5 | .
Salvo mencion expresa de lo contrario trabajaremos sobre un cuejr 
po base k algebraicamente cerrado y de caracterîstica arbitraria.
1. Curva algebroide. Llamaremos curva algebroide irreducible sobre k 
al Spec ( t) ) donde 0 es un dominio de integridad, noetheriano, 
local, complète, de dimension de Krull 1 y con cuerpo de coeficien-
t e s k . Llamaremo s indistintamente curva tanto al anillo 0 como
a su espectro.
De esta def in ic ion resultan los hechos siguientes:
1.1. Como dim(0 ) = 1, existen idéales q primaries para m (ideal 
maximal de 0 ) generados por un solo elemento x, llamado parâmetro 
de 0 .
1.2. k es un cuerpo isomorfo a via el isomorfismo canonico.
1.3. Embd ( 0 ) = dim, (— » ) es finita ya que 0 es noetheriano.
Se llama dimension de inmersion de 0 a dicho numéro.
1.4. Sea B = {x^,...,x^ } una base de m, como 0 es complete, 
dadas Xj,...,X^ indeterminadas sobre k , existe un ideal primo 
P de k| | x | |  = k I I X^ , . . . , X^ I I de altura N-1 con 0 ~ ^i-L .
—  2 “•
El itiînimo valor de N que ver if ica dicho resultado es Embd (0).
Diremos en este caso que el ideal p define la curva 0 en un esp^
cio afin de dimension N.
2. Cono tangente. El anillo graduado de la curva 0 respecte de m
i
Gr ( 0 ) = J — ttt se puede identificar canonicamente con
i>0
k I I X I I
GtmC (7 ) ~ , siendo In p el ideal homogêneo de k | X | gene-
rado por las formas iniciales de los elementos de p.
Llamaremos cono tangente a la curva 0 a la variedad algebrai- 
ca afin de k^ definida por el ideal In p (ô a Spec ( .
2.1. El cono tangente es una recta que pasa por el origen de coord^ 
nadas, /in p = (Xg + X^,...,X^ + X^), a. 6 k .
3. Parametrizaciones locales. El teorema de preparacion de Weierstrass 
y los teoremas de normalizacion que result an de êl, permiten escribir 
0 z k| jxj , . . . ,Xj^  I j w k] |xj I I |x2 , . . . , *1 " *i P como una exteii
sion entera de k )|x^||. Si dénotâmes por F el cuerpo de fraccio-
nes de 0; enfonces F = k( (x j ) ) | x21 . • • » X^  ^j .
3.1, El cierre intègre de _0 en F, 0 , es un anillo de valora-
ciôn discreta de F , extension de k||xj^||, complete y de dimension
1. Enfonces ~U~ ~ k | | 11 | , F ~ k((t)) donde t es un parâmetro de
uniformizacion de , que recibirâ el nombre parâmetro de uniCormi-
zacion de la curva 0. La valoraciôn v(x) = o(x(t)) de 0 , que
es la unica extension de la valoraciôn de k||x^||, y es indeiendien 
te de X, recibe el nombre de valoraciôn asociada a la curva 0 .
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3.2. Con la no t ac ion anterior, dada una base {y ^ ,. . . , }  de m 
donde cada y  ^ es una serie en t de orden positive, las expresio-
nes {yj = y^(t) y^ = y^Ct)} se llaman ecuac iones paramétricas
locales de la curva , que se denominaran primitivas sino existe
otro paramétré de uniformizacion u con t" = u en 0 n > 1.
4. Parâmetro transversal. Un elemento x de m se dice transversal
si X +m^ no es nilpotente en Gr^( 0). Geome t r icamen t e, x se esc
presa en una base de m, x +m^ = ][ X.(x. + m^) x es transver-
l<i<N  ^ ^
sal si la variedad que tiene por ecuaciones XjXj +...+Xj^Xj^ = 0
no contiens al caso tangente de la curva para ninguna inmersion.
Si X es un parâmetro transversal de 0 se verif ica que
i) para cualquier base {Xj,...,x^} de m con Xj = x,
0 ~ k||x^|| IXg,...,x^I es extension entera de k||xj|| y
ii) X es un elemento de valor mînimo para v , donde el valor
de X es la multiplicidad de la curva e(0) = e(m) = |F;k((x))|.
5. Transformada cuadrâtica. Llamaremos transformaciôn cuadrât ica de
una curva algebroide irreducible X a T(X) = Bl^(0 ) =
O  Spec (0 I y *m|) donde y ^.m = {z/y, z G m}.
y G m -{0}
5.1. Si X es un paramétré transversal de 0 , T(X)/~, donde
es la relaciôn de equivalencia dada por ~ ^x ® T(X),
fiy ~ <=> ( (? I y ~ (0 jz estâ en cor respondenc ia b
unîvoca con Spec( |x , donde 0^ = 0 |x m^| es el anillo local
de una curva algebroide irreducible a la que llamaremos transformada
cuadrâtica de 0.
— 4 —
5.2. Si {xj = X ,X g ,...,x^} es una base de m existen
{ag , . . . , a^} k taies que {x^, - 2^ ' ' " ' ' forman una
 ^ ^X2(t)
base de ideal maximal de O j , y {x^(t), —— “ Sg,
...» —— - a^} const ituyen unas ecuaciones paramëtricas de 0 ^ .
5.3. Se verifica que embd ( 0 ^) £  embd (0) y e( Oj) £  e ( 0).
5.4. Si denotamps por 0^ la transformada cuadrâtica i-êsima de 0» 
existe r 6 B tal que 0 C  Oj^  C  ... d  0^.= 0 y la sucesiôn 
E( 0) = (e( 0 ),..., e ( 0^),/..,e( 0^) = 1), se llama sucesiôn de mul- 
tiplicidades de 0.
6. Desarrollos de Hamburger-Noether de una curva. Vista la const ruc- 
ciôn de la transformada cuadrâtica de una curva, vamos a describir 
un proceso que nos permite expresar mediante unas ecuaciones pararaê- 
tricas, la familia de transformados cuadrâticos de una curva dada.
Dadas.unas ecuaciones paramëtricas de la curva 
{Xj^  (t) , . . . ,x^(t) } con Xj transversal, se verifica que n = e ( 0 ) = 
= v(xj) < v(x^), i=2,...,N.
Divid iendo por Xj , Y Aol Xf +R, ‘"°"
répit iendo el proceso siempre que se pueda, y 11a-
mando 
guientes:
y2<t)l
yu(t)
= min {v(y)} llegamos a uno de los dos cesos si
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(i) Existe h > 0, Aoi 6 (k) 1 < i < h, y 6
6 jj^j(k| I t| I ) taies que Y = A^^.x^ +...+ A^^ x^ + x^ con 
1 < nj = V(Zj) v(Xj) = V(Y).
(ii) Existen
A*i
*oi,2
®oi,N
En el caso (i) si V(Z.) = n existe en Z,
12
IN
taies que
li,
con v(z^^ ) = nj^ . Para simplificar denotamos este ^lij P°^ z ^ , 
considerando ahora las expresiones {zj » * zj2 *’'*'M i  ''""'^IN ^ Y 
repitiendo el proceso anterior dividiendo por Z ^ obtenemos analogy 
mente dos casos
(i) Z^ «
1
'12
'l
IN
*ij,2
G MN-lxl(k) 1 < V ( Z2) < V ( Z j )
(ii) Z = I A z[
llil"
llegando en un numéro finito de pasos a unas expresiones
(1)
^ " ^01 *1 ^oh *1 ^1 *1
^1 ^1 
^1 “ fll^^l ^ohj 1^ ^ ^2
l<i<co ^ i  ^
— 6 —
con V(Zj) = v(Zj) 1 £ v(z^) < ... < v(z^) < V(Y)  ^ g
ra todo j .
0 pa-
Estas expresiones reciben el nombre de desarrollo de Hamburger- 
Noether, que denotaremos (H-N), la curva de ecuaciones paramëtri­
cas {Xj^(t),...,Xjj(t>}.
Si N > 2 el desarrollo no esta unîvocamente determinado pue^
to que depende de la eleccion en la matriz Z. de un elemento z.
tal que v(z^) = V(Z^).
6.1. A un desarrollo de Hamburger-Noether de la forma anterior se 
le puede asociar unîvocamente una matriz de N filas e infinites 
columnas, asociando a la fila i-ësima de la matriz a zy(t) y def^
niendo dicha matriz por cajas de la forma siguiente:
M •= (C^ ICJ ... |c^_il Cy), 
donde cada C^, 0 ^ i < r tiene h^ columnas y infinités.
1 0   0
  A*ol ^o2 oh
y para j > 0 se construye de la manera siguiente. Sea g el
indice tal que en el proceso anterior el elemento seleccionado zj 
se obtiene por divis iones sucesivas a partir de x^(t), enfonces
*jk,2 *jk,l
para todo k, A^^ = y llamamos A* = Jk
®jk,N.
a la m^
triz dada por a.jk, s
«jk.s ■ ' 
cemos C
para k > 0 y a.. = a., para todo s > g, y ha-
(Aji  'Ajhj)■
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La matriz C^ tendra una fila de unos y ceros en la forma
1 0 ... 0 0. 1 0 ... 0 0
1 0 ... 0 0 ......
. ...... . 1 0. 0
-e h ■«- hj h^ J -era-»-
Dada una fila que tenga un uno seguido de ceros en la caja Cj 
recibirâ el nombre de fila dist inguida en la caja C^, y el primer 
elemento de dicha fila posterior al 1 que sea distinto de cero propo^ 
ciona v(Zj).
7. Transformaciones cuadrât icas de un desarrollo de Hamburger-Noether. 
El desarrollo de Hamburger-Noether de una curva contiene toda la in- 
formacion sobre las transformadas cuadrâticas de la misma. En efecto, 
dado un desarrollo de H-N para la curva 0, un desarrollo de H-N 
para su transformada cuadrâtica 0^ viene dado por
(i) si h > l ^o2 1
h-1 . h-1
oh *1 + *1
l<i<oo *ri
— 8
(ii) si h = 1 I' + "2
7.1. Por tanto, tomando una parametrizacion primitive de 0 la su-
h
cesion de multiplicidades de 0 viene dada por v(x.),...,v(x,) , 
hi
v(zj) V (zJ),...,v(z^) = 1, de donde los enteros n = v(xj),
n^ = v(z^), h , h ., (i=l,...,r) dependen solamente de 0 y no del 
desarrollo.
7.2. Cualquier expresion del tipo (1) nos détermina el desarrollo de 
H-N de alguna curva.
7.3. Los valores h, hj, n, nj del desarrollo H-N deben verificar;
(i) n > Hj > ... > n^ ■= 1 , h , h j 1 1 ^  i ^ r-1
(ii) SiI n. I ”3-1ecntonces '--
j3 - I n
(iii) mas aun si n. | n. , - h. n. - 
j+k T 3-1 3 3
y *j+i 1  *j_l " h^
^3+k-i "j+k-l
0 < k < s entonces h., <— 3 + s —
y "j+s+1 - "j-1 “ ^3 "3 ■ *** " ^3+8 "j+s
"3-1 " - ... - hj+g_i nj+s-i
3+8
Dados n, n^, h, hj con las condiciones anteriores entonces
existe una curva sobre k tal que cualquiera de sus desarrollos H-N
h hi
tiene por sucesion de muItiplicidades n ,... n , nj .... . .n^ , ...,n^ = 1
8. Senigrupo y conductor de una curva algebroide irreducible. El con_ 
ductor de ^ en 0 se define como el ideal de W
C = {z € ^ I z ^ C 0} y es de la forma C = 0 donde c es un en
tero positive, llamado orden del conductor del cierre integro de la 
curva.
Llamaremos semigrupo de valores de la curva 0 al subsemigrupo 
de E imagen de la valoraciôn v de la curva y lo denotaremos por 
S(0) = v((? - {0}).
8-1. El orden del conductor es el menor entero de S(0) tal que to- 
dos los elementos de E mayores que ël estan en S(0).
8-2. Se dice que 0 es una curva de Arf | 3 | si tiene un semigrupo 
de la forma S(0) = {n, n+n^ , . . . ,n+n^ +...+ n^, n +...+ n^ + E } doja 
de E(0) = (n,nj ... n^,l) es sucesiôn de multiplicidades de 0.
En este caso el conductor de 0 es . c = n + +...+ n^ +1.
8.3. Se llama cierre de Arf de una curva 0 al maximo anillo
0* C  que contiene a 0 tal que:
(i) E(0) = E(0*)
(ii) 0* es un anillo de Arf y es el mînimo anillo de una curva
de Arf que cumple (i), |18|.
Como 0 C  0*, S(0) C  S(0*) y c(0) > c(0*) = n +n^ +...+ n^ +1
nos da una cota inferior del conductor para un desarrollo de H-N 
con sucesiôn de multiplicidades n,n^,...,n ,1.
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CAPITULO I
DEFORMACIONES DE CURVAS
En este capîtulo estudiamos las familias de curvas con el nombre 
usual de deformaciones, con la dist inc ion entre deformaciones de una 
curva algebroide irreducible con espacio de paramètres y un anillo A, 
y deformaciones de una parametrizacion sobre A. Considérâmes tambië 
un tipô especial de deformaciones, las de un desarrollo de Hamburger- 
Noether (0-6) que sera usada en los ültimos capitules para dar una dje 
finiciôn de deformacion equisingular.
Hacemos tambiên un estudio de las fibras especîfica y genërica 
del morfismo de la deformacion asI como de las curvas que representan 
haciendo especial mencion del caso en que la caracterîstica del cuer­
po base sea distinta de cero por los problèmes que présenta.
Por ultimo asociamos a la deformacion de unà parametrizacion un 
semigrupo de valores anâlogo al de curvas, demostrando que, en el ca­
so en que tenga complementario finito en B, existe en cierto senti- 
do un conductor analogamente al caso de curvas.
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1 . DEFORffACIONËS DE UNA CURVA
Esta secciôn estâ dedicada a introducir el concepto de deforma­
cion de una curva en una categorîa de anillos.
Definition 1.]. Sea A una categorîa de anillos. Dados una curva al^
gebroide (irreducible) y un anillo A G Ob(A), llamaremos Â-de-
formaciôn de X sobre A a todo esquema X tal que
X
o
D
Spec k ------ »■ Spec A es decir, X ~ X x _ . Spec ko Spec A
o lo que es lo mismo, X^ es la fibra de X sobre el punto cerrado 
imagen de Spec k en Spec A.
Si X = Spec 0 y X^ = Spec 0^ llamaremos indistintamente de- 
formaciôn a X y 0. Por dualidad la deformaciôn 0 queda deterraj^ 
nada por verificarse en A la condiciôn siguiente
0 4----------  0
o
1 " I
k--- ■*-----------  A es decir 0 » 0 a. k siendo 8, elo A A
produc to tensorial en A. Al ser 0^ irreducible la condiciôn
Og = 0 0^ k nos dice que la fibra del morfismo en el origen es redju
cida.
A ô Spec A reciben el nombre de espacio de parâmetros de la 
déformation. En lo sucesivo escribiremos |X,X^, Spec A ( ô 
10, 0 , AI para designer a una déformation de X sobre A.
— 12 —
Hay autores que llaman deformacion de con espacio de parâ­
metros Spec A a una terna |x,X^, Spec A| tal que
X^ ~ red (X X Spec k).o Spec A
En lo sucesivo supondremos fijada la categorîa A y al hablar
de homomorfismos 6 de anillos se entenderâ que se trata de objetos y
morfismos de esta categorîa.
1.1.1. Diremos que la deformacion | X , X^, Spec A | es plana si el mo_r, 
fismo X Spec (A) es piano, ô lo que es igual, si 0 es una 
A-âlgebra plana.
1.1.2 Dada una curva algebroide irreducible X^, dos deformaciones 
|Xj, X^, Spec AI, IXg, X^, Spec A| se llaman équivalentes si exis­
te un A-isomorfismo entre Xj, X^ que induce la ident idad sobre X ^ .
Nota 1.2.
1.2.1 Dados IX, X^, Spec A | y un homomor f ismo 4* • A -*■ B podemos d^ 
finir por cambio de base la deformacion |X', X^, Spec B| con 
X' « Spec (0 B).
1.2.2 Si Y = Spec (O') es una déformation de 
bra B llamaremos morfismo de deformaciones
fismo que haga el siguiente diagrams conmutativo 
X ---------------Y
Sp ec k
Spec A
Spec B ;
sobre una A-âlge- 
X + Y, a todo mor
-  1 3  -
donde es el morfismo estructural de B como A-âlgebra.
Existe una correspondencia biunîvoca entre los morfismos de de- 
formaciones y las deformaciones dadas por 0' - 0 0^ B.
Nota 1•3
1.3.1 En lo que signe denotaremos por C la categorîa cuyos objetos 
tienen a k como cuerpo de coe f ic ien tes, y cuyos morfismos son los 
de k-âlgebras locales; y por C la categorîa de k-âlgebras n o e t b e^ 
rianos, locales, complétas, con k como cuerpo de coeficientes, y 
cuyos morfismos son los de k-âlgebras locales. C es una subcatego- 
rîa compléta de C.  Si A G C y m^ es el ideal maximal de A,  p^ 
ra cada m G H se tiene que ~  G C .
"a
1.3.2 Si A G C considérâtemos salvo mencion expresa, deformaciones
k||X||
irreducibles definidas del siguiente modo. Si 0 = ------  una dé­
formation 10, 0 , A 
° A|
viene dada por 0 k-âlgebra local, dominio de
X| |
integridad, 0 ~  j  donde I es ideal de A| |x | | tal que
= îo* y A = (0).
De esto se deduce que la altura hgt(I) = N-1, ya que por ser
0 y A||x || k-âlgebras finitamente generadas se verifica
dim 0 + hgt (I) = dim A+N, y dim ~~q “ dim 0 - hgt (m^O) = dim 0^
0 A
siendo ^  = 0^.
1.3.3 En la situation de 1.3.2 si A es cohen-Macaulay , el que 0 s< 
A-plano équivale a que 0 sea Cohen-Macaulay.
En efecto, sean {uj,...,u^} una sucesiôn regular para A y
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X G 0 con X 0 El hccho d e  que uy,...,u^, x forraen una su­
cesion regular para 0 équivale a que x no sea divisor de cero en 
~~Q - , es decir sea parâmetro de 0^, y que x no sea divisor
A 0
de cero en — pf de dimension 1 es a. su vez équivalente a que 0
sea A-plano.
Définition 1.4 . Si A 6 C, diremos que |x^, X, Spec A | es inf init e-
simal |25| si es plana y si i : X^  X es una inmersion cerrada,
i.e. X^ es un subesquema cerrado de X.
Notas 1.5.
1.5.1 Como 0^ ~ —  Q , a la vista de 1.3.3 la platitud lleva consigo que
A
la déformation sea infinitesimal.
1.5.2 Dos def ormaciones infinitésimales (x^, X^ , A | , [x^, X^ , A (
son équivalentes si y solo si existe un morfismo
4» : Xj  Xg que induzca la ident idad en X^
En efecto, 4* proviene de un A-morfismo 4*' : 0. ----► 0, que
(?2
induce un isomorfismo  pr~ **  J como m. es nilpotente f 0,m m U, A 1A Z A l
A-plano, 4*' es isomorfismo (|25| lema 3.3).
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2. DEFORMACIONES DE UNA PARAMETRIZACION
En la secciôn anterior Demos definido la déformation de una cur^  
va con un carâcter general, buscando el que una deformaciôn de una 
curva se pueda interpretar como una familia de curvas que varîan ton 
tinuamente. Aquî vamos a introducir la nociôn de deformaciôn de una 
parametrizaciôn, es decir cons ideraremos la deformac iôn como una va­
riedad parametrizable, tal que para un valor concrete del paramétré 
se obtiene la curva dada.
La existencia de una parametrizaciôn para una deformaciôn plana 
dada no siempre estâ garantizada. En el caso analxtico, Teissier 
|27| da condiciones para su existencia siempre que el espacio de para 
metros de la déformation sea liso y de dimensiôn 1, y Raynaud |28| lo 
hace si el espacio de parâmetros es normal y de cualquier dimensiôn. 
En ambos casos, los autores citados prueban que dicha existencia es 
équivalente a la constancia de un invariante numërico de la curva, el 
invariante habitualmente representado por 6.
Definition 2.1 . Dada una parametrizaciôn primit iva y = {iJ)j(t),...
...» (0-3) de una curva irreducible 0^, diremos que
$ = {4» J » • • . . con 6 A I I 11 I , A 6 C es una déformation de la
parametrizaciôn X si r es + m^ A | | 11 | = (|)^ (t) y escribire
mos |4>, X* AI para designar dicha deformacion.
Diremos que una déformation |0, 0^, A|, con 0 irreducible 
(es decir 0 dominio de integridad) y A G C dominio de integridad 
admite una parametrizaciôn si existe una déformation de una parame­
trizaciôn de Op, 14», X* AI tal que para el homomorf ismo $ de
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A||x I1 en A})t|| definido por @(X.) = $. para cada i=l,...,N 
, A(|X||
se verifica que 0 ~ .
Nota 2.2.
La parametrizacion % de 0^ no es sino un morfismo
" kI 111 1
Entonces se puede asociar a la deformacion 14», X» A | un morfismo 
4» de AI |x I I en A | 11 | | , tal que el diagrama
A 0^ k| |x| I ------ ^ * ®k ^o * A||t|l
I . 1
k l l x l l  -----------------^ . k l l t l l
es conmutativo.
Si llamamos 0 ~ (Hr|>) ^ ^o * 1» curva correspondiente a y,
llamaremos a la terna \0, 0^, A| deformacion asociada a |$, X» A|.
En general jO, 0^, A | no es una deformacion en el sent ilo def_i 
nido en la section 1 puesto que 0^ no tiene porque ser isomorfo a
ya que este ultimo anillo puede no ser reducido, como prieba el 
ejemplo siguiente:
Consideremos la deformacion |$, % * A| con 
$ = {4>j^ = t^, 4>2 = «* u t7}, X ° , *2 = , 4>3 = 0>
y A = k I I u 1 1 .
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Definimos $ : A||x^, X^» -----► A||t|| como $(X^) =
entonces la deformacion asociada es |0, 0^, A| con
a ||x , X X I I k| |x , X . X I I
0 = (ker $) • ^o *= ■ y^5 ^4 ^  ^ embargo
»  ^ A J - A 2 » A J )
Oq f ya que m^ = u . 0 y X^ <5 — . Ademas se pujs
™* 0
de ver que —— jj no es reducido pues existen elementos nilpotentes,
por ejemplo X^ ya que X^ 6 pues u^X^ X^ - X^ 6 (ker 4>) .
Definicion 2.3 . Dos def ormaciones de una parametrizacion j 4>, X» A |
I#', X» AI se dicen asociadas si se puede obtener una de la otra por 
una Bubstitucion en A | | 11 | del tipo t ajt + agC^ +..., con 
Sj € A y a2 unidad.
Diremos |$, X> A|, |*', X» A| son équivalentes si sus deform^ 
ciones asociadas lo son (1.1.2).
Nota 1.4.
Una deformacion de la parametrizacion no tiene en general una 
deformacion asociada plana. Si la deformacion es de una curva plana 
y N = 2 entonces la deformacion asociada lo es como puede verse en 
|lO|, |22| ya que en dicho caso (ker $) es principal.
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3. DESARROLLOS DE HAMBURGER NOETHER SOBRE ANILLOS
Para trabajar con mayor generalidad y , donde sea posible, con iri 
dependencia de la caracterîstica del cuerpo base, pasamos a realizar 
un estudio de deformaciones de un tipo particular de parametrizacio­
nes, las de Hamburger-Noether.
Definicion 3.1. Un desarrollo de Hamburger-Noether D sobre un ani­
llo A es un conj unto de expresiones:
Y •= A X +...+ A , X, + Z, x" ol 1 oh 1 1 1
(D)
1 <i<m
A i
*ri =r donde.
(1) h,hj son enteros ^1, Xj, 6 k|jt||;
(2) A^j son matrices (N-l)xl con coeficientes en A;
(3) Z^, Z^ son matrices (N-l)xl con coeficientes en A| |11 |;
(4) Si llamamos matriz asociada al desarrollo a una matriz construida 
por cajas (C | ... | c ) siguiendo el proceso de (0-6.2),
I 0 0 ___
r-1
1 0 ..
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esta matriz verifica que en toda caja si la fila j es la dis-
tinguida, el primer elemento en dicha fila despuês del 1 que sea di^
tinto de cero , es unidad en A, y (5) dichos elementos
J
a,, ,a. . , son taies que:il^i
(i) = œ
(ii) si llamamos ny j = - (h + hj +...+ hj._j)
= k^_2 - Ch +...+ h^_2> + h^_j
"r-2
"  “‘r-2 k,_2 '
(kj._2 - (h +...+ h^_2))nj._j
"j " hj + 1 "j + 1 hj+g "j+g + (kj - (h +...+ hj + g))"j+g+i si
*ijkj ® Cj+G+1
n = hjUj +...+ hg n^ + (k^(h +...+ hg))n^^j si 6
(n,n^,...,n^ ^,1} verifican las propiedades (0.7.3) correspondien- 
tes a las de una sucesiôn de multiplicidades de una curva plana.
Propos ic iôn 3.2. Un* desarrollo de Hamburger-Noether sobre un dominio 
de integridad noetheriano A como el anterior lleva asociado un mojr 
fismo $ : A | jjl| | —— a | |t| | cuyo nûcleo es de altura N-1.
Demostraciôn.
Construimos $(X^) G A||t|| en la forma siguiente: si llamamos 
t ■= Zj., por sus t i t ucione 8 sucesivas de la segunda ecuac iôn de (D)
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Xj = $}(t) y de la primera ‘x^ = 4y(c) i=2,...,N ponemos
4*(X£) = GyCt).
Sean K el cierre algebraico del cuerpo de fracciones K de A
y $ ' : KI I XI I   K I I 11 I el morfismo inducido por 4>. 4>' define
una curva algebroide irreducible sobre K ya que corresponde al de­
sarrollo de H-N dado por {Y ,Zj,...,Z^} , luego (ker $') tiene a% 
tura N-1. La composition A K K es plana por ser K el cuerpo 
de fracciones de A, luego tensorizando por K la sucesiôn exacta:
0 --- *- (ker $)  *■ Aj |x| I —  -»• A||t||,
obtenemos (ker $) fi^ K  -- ► A) |X| | 8^K A| |t| | 8^ K
Complétâmes respecte del ideal maximal m de A||^||, es decir re^ 
pecto de m 8^ K , y como la parametrizaciôn es tal que $(X^) =
= Xj(t) = a^t" +... con a^ unidad en A, el ideal maximal m^
de A I ItI I cumple m” C  $(m), con lo que la complecciôn por 
$(m) 8^ K coincide con la de m^  ^ 8^ K. Por tanto tenemos la suce­
siôn exacta
0 ---  ^ (ker $) 8^ K   . Â| | x |  | — ^ " K||t||
y asî (ker $') = (ker $) K. (1)
A | j x [ j  es A-plano, K es A-plano, luego por cambio de base,
AIIX|I 8^ K es Aj j x j  j piano y por complecciôn respecte del ileal 
maximal obtenemos que K | | x [ |  es A | | x | |  piano y por ser locales es 
tambiën fielraente piano. Por tanto (ker $) ®y^|jx|| X | | X | | ~
= (ker $) K| | x | | . (2).
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El homomorfismo (ker $) K ^ „ (ker*) 9a ||x || k ||x (| es in
yectivo, luego de (ker * * ) = (ker *) 0^ K< »- (ker *) k [ | x |  | tam­
biên lo es y asî (ker * * ) (----v (ker *) K||x || y de lo anterior de
ducimos trivialmente que (ker *) K | j x | |  t >- (ker * ' ) obteniendo
el isomorfismo (ker *) x| |x| | (ker *').
Por tanto al ser K||x||, A||X||“fielmente piano. (|20|13.B) se 
sigue hgt ((ker *) K||X||) = hgt (ker *) = hgt (ker *') = N-1.
Como consecuencia en el caso en que A 6 C y sea dominio de in­
tegridad obtenemos:
Corolarlo 3.3. Sean A G Ô dominio de integridad, D un desarrollo 
de Hamburger-Noether sobre A, entonces la parametrizacion dada por 
D,* = induce una deformacion | *, res *, A | de la para­
metrizacion {res res de una curva algebroide irreducible
0^ sobre k a la que llamaremos deformacion asociada a D.
Corolario 3.4. En las hipôtesis anteriores se verifica que la sucesiôn 
de multiplicidades de 0^ coincide con la sucesiôn de multiplicidades 
de la curva definida por la parametrizaciôn * extendida a K||t|| 
con K cierre algebriaco del cuerpo de fracciones de A.
Demostraciôn.
Es évidente ya que segCn def iniciôn 3.1 otit , . . , a . . son uni-
 ^ o ir^r
dades en A.
Notas 3.5.
3.5.1. A 6 C, dominio de integridad diremos que dos desarrollos de
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Hamburger-Noether sobre A son équivalentes si sus deformaciones de 
la parametrizacion asociadas son équivalentes o asociadas (2.3).
3.5.2. Dado un desarrollo de H-N, D , sobre A G C, llamaremos de­
formacion asociada a D , a la deformacion asociada a la deformacion 
de la parametrizacion |*, res *, A| del corolario 3.3.
3.5.3, Diremos que una deformacion |*, %, A| admite un desarrollo 
de H-N si existe un desarrollo de H-N sobre A, D, tal que
I*, X* AI es la deformacion asociada a D segun hemos visto en coro 
lario 3.3.
Diremos que una deformacion 10, 0^» A { admite un desarrollo 
de H-N, si existe un desarrollo de H-N sobre A, D, tal que
10, 0^, AI es la deformacion asociadç a |$, X» A | , deformacion de
una parametrizacion asociada a D.
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4. CURVAS GENERICA Y ESPECIFICA
Las nocioiiGs de curva genërica y especîfica de una familia de 
curvas analîticas complejas tienen una traslaciôn natural a las defor^ 
maciones de curvas algebroides. El concepto de fibra especîfica es de
traslaciôn inmediata y el unico problema se présenta al pretender
trasladar la nociôn de fibra genërica, puesto que no contamos sino a
un punto cerrado. Para resolver este problema sustituimos el hecho de
tomar la fibra en un punto perteneciente a un subespacio y prôximo al 
punto de partida, por la localizaciôn en el punto genërico del subes­
pacio, lo cual lleva consigo la necesidad de cambiar el cuerpo base 
extendiendolo al cuerpo de funciones racionales en el subespacio con
siderado. Este proceso produce problema en el caso de un cuerpo de
caracterîstica arbitrât ia como veremos a continuaciôn.
Dada una deformaciôn irreducible |x, X^, Spec A| con A G ^ 
dominio de integridad llamaremos A-secciôn a todo morfismo
s : Spec A --*■ X tal que su composiciôn con el morfismo
C : X — Spec A dado por la def ormaciôn sea la identidad en Spec A.
Si X == Spec 0, X^ = Spec 0^, con 0 dominio de integridad
una secciôn viene dada por un homomorf ismo s : 0 --- *■ A tal que su
composiciôn con el dual de ÿ es la identidad. En lo sucesivo cuan-
do consideremos deformaciones con una secciôn s, escribiremos 
|X, X^, Spec A,si ô I 0, 0^, A, sj.
Una secciôn queda unîvocamente determinada por el nucleo del ho_ 
momorfismo s es decir por un ideal primo p de 0 que verifica 
p n  A = (0) .
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La seccion s induce el homomorfismo 0^ -*• k cuyo nucleo es el 
ideal maximal m^ = (X . ,X^) k j 13C | | / por tanto podemos suponer 
que p es de la forma (Xj -m^) A| | x| | /T . Si la seccion
viene dada por el ideal (X j , . . . , X^ j) A | | X | | /1 la llamaremos seccion 
trivial »
Dada la deformacion |x, X^, Aj con A 6 C dominio de integr^
dad consideremos las fibras del morfismo IT : X -- »■ Spec A en los
puntos m^, (o) de Spec A. Dichas fibras vienen definidas como si^
gue:
(i) La fibra m^ es Spec ( 0  k(my^)), y puesto que k(m^) = k
se sigue que la fibra en dicho punto es l a  curva Spec ( 0  k) “
* Spec 0^ » X^ que recibe el nombre de fibra o curva especîfica.
(ii) La fibra en (o) es Spec ( 0  k{(o))), donde k((o)) ~
= A((o)) cuerpo de fracciones de A. Dicha fibra recibe el nombre 
de fibra generica y en general no es una curva.
Si la deformacion admice secciones la fibra generica nos déter­
mina en ciertos casos una curva para cada seccion, como veremos a con 
t inuacion.
Definicion 4.1. Sea 10, 0^, A, s| una deformacion con seccion, si 
es el ideal que define s llamaremos fibra generica en l^ a seccion s 
a (0 k((o)))p* con p* = p(0 k((o))).
Se tiene que,
(1) (0 fl^  k((o)))p* * Op. En efecto:
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Tenemos (0 k((o)))p* ~ 0 p 0^  ^ k((o)) (13.A |2o|) y como
— Z A se sigue que es k(p) = k((o)) y de aquî se sigue (1).
P
Nota 4.2, La fibra generica de (O, 0^, A, s|, 0^ es de dimension 1 
ya que como ^ % A, hgt (p) = dim 0 - dim A = 1 (1,3.2), Sin embar^ 
go Op no es una curva en el sentido de la def inicion del capîtulo 0. 
Abhyankar en | 2 | define como cuasicurva a un anillo local equica- 
racterîstico de dimension de Krull 1 y que contiene algun no divisor 
de cero con lo que segun esta def inic ion 0^ es una cuasicurva.
Para poder considerar esta cuasicurva 0^ como una curva^prec^ 
samos extender su cuerpo de coeficientes k(p) a su cierre algebra^
CO. Sea k(p) el cierre algebraico de k(p), y (Dp) el com-
pletado de Op respecto de su ideal maximal pOp, enfonces llamare^
mos a 0^ = Spec ((Op) ®k(p) k(p)) curva generica de 0 relativa
a la seccion s en el caso en que no contenga elementos nilpotentes.
El anillo 0 es local, noetheriano, de dimension de Krull 1,
y con cuerpo de coeficientes k(p) algebraicamente cerrado, si ade- 
mâs es reducido, enfonces es el anillo de una curva algebroide no n^ 
césariamente irreducible pues 0^ no tiene por que ser dominio de 
integridad.
El anillo (Op) k(p) no es necesariamente reducido como
se ve en el ejemplo siguiente, dado por Abhyankar en | 2 |.
A| [Xj,X2| I
Sea 0 « -----------  con A = kl lui j y k de caracterîstica
( XP + u  X?)
r kC(u))||x^,X2l|
2 " " "l'
p, sea p •= (X,,X_)0 enfonces (0) = ----------------  con k((u))
(xP + u xP)
cuerpo de fracciones de k||u||
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Sea k((u)) el cierre algebraico de k((u)), enfonces existe 
un u^ G k((u)) con u^ = u de donde (0^) ®k((u)) ^((n)) ~
k((u)) I IXj.X^l I
----------------  tiene elementos nilpotentes aunque claramente 0
(Xg + u Xj)P P
es reducido.
El ejemplo anterior no es del todo significative dado que la f^ 
bra especîfica en este caso es X^ con lo cual tampoco es reducida, 
como hemos exigido en la définie ion de deformacion.
Podemos asegurar que 0^ es una curva en los siguientes casos:
a) k es de caracterîstica 0 . En efecto
Froposicion 4.3. Sean B anillo local complète reducido, K su cuer­
po de coef icientes de caracterîstica c (K) = 0 y K el cierre alge^ 
braico de K, enfonces B K es reducido.
Demo s t ra c ion.
 ^ _ /V   ,
B 8^ K es anillo local de ideal maximal m(B K) con m m^
ximal de B. En efecto;
m(B K)
El homomorfismo B B 0^ K es local y piano (E.G.A., IV. 
7.5.5).
Para ver que B K es reducido vamos a ver que la demostra- 
ciôn de la proposicion (E.G.A. IV, 7.5,6) es aplicable en nuestro c^ 
so. Para ello précisâmes comprobar los puntos indicados a continua- 
ciôn, de los cuales no" detallamos las notaciones por no hacer mas lar^
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ga la demostraciôn
(i) Spec B B  --- *- Spec B es un P-itio r f i smo. En efecto vamos
a aplicar el teorema (E.G.A. IV, 7.5.1).
(i-1) El homomorfismo B  B K es local y piano
(i-2) Se ver ifican las condiciones (E.G.A., 7.5.3)
(i-3) Se verifies P((B B^ K) B^ K, K) ya que, B B^ î( B^ K »
B B 1(
~ (B B^ K) fig ^ ~ flg B * K y para toda extension finita
K  K ' k' Bj^  K es^una suma directa de cuerpos siendo cada uno
de ellos reducido.
Por ultimo aunque K no es extension finita de K por ser
c(K) = 0 existe resolucion de singularidades dada por Hironaka |15| 
y enfonces segun (E.G.A. IV, 7.5.4.i), el teorema 7.5.1 se verifies
(ii) Como R(*) verifies R'^ (E.G.A. IV, 7.3.11) y B es re^
ducido, B B^ K lo es tambiên.
Como consecuencia tenemos el resultado buscado para la curva g je 
nerica.
Corolario 4.4. Dada la deformacion 10, 0 , a | en las hipotesis prece^
dentes, si c(k) = 0 entonces (0^) ®k(p) es reducido.
Demost racion. Vamos a ver que se verif ican las hipotesis de la propo^ 
sicion anterior.
(i) k(p) es cuerpo de coeficientes de (0 ) ya que,
0 0^ . (0„)^ P
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(ii) (Op) es reducido por serlo 0^ y ser excelente (E.G.A. 
IV, 7.8.3 ) luego de (i) y (ii) se sigue el resultado pedido.
Corolario 4.5  ^ las hipotesis del corolario anterior
Oy = (Op) ®h(p) k(p) es una curva de multiplicidad igual a la del 
anillo Op.
Demostracion. (Op)* ®k(p) ^(p) es una (Op) algebra de Cohen
(|l9|, 2.4), luego su dimension y multiplicidad son la mistna que las
de (Op) (|l6|pag 113), siendo dim Op = dim O p =  1 (|20| pag 17 5)
y e(Op) = e(Op) (|34| pag. 285).
En principio la curva generica en una seccion s depends del cueij 
po k(p) que esta deterrainado por la deformacion, es decir por el
morfismo Spec 0 --- >■ Spec A, estd es de la manera de sumergir A
en 0. Sin embargo si la caracteristica del cuerpo base k es cero
la curva generica en una seccion s depende solo de la seccion con- 
siderada solo como subvariedad de Spec 0 como demuestra el siguie_n 
te
Corolario 4.6 . En las hipotesis anteriores 0^ - (Op) ®k(p) ^(P) no 
depende del cuerpo de coeficientes k(p) elegido en (Op)*
Demostracion. Hemos visto que (Op)* ®h(p) es una (Op)*-alge-
bra de Cohen, consideramos en las hipotesis del teorema (E.G.A. IV
19.7.2), J = (p Op) y ~ k(p). Si tomamos otro cuerpo de coe­
ficientes K' ~ k(p) entonces el teorema nos dice que si K ’ es el 
cierre algebraico de K ’ entonces (Op)* 8^, K' y (Op)* ®j^ (pj k(p) 
son k (p)-isomorfos.
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Si la caracterîstica del cuerpo base es distinta de cero no se 
verif ica el corolario anterior como prueba el siguiente ejemplo dado 
por Abhyankar en | 2 |.
_ k|ju, Xj.X^ll
E.1 emplo : Sea 0 ~ ---------------  con A = k||u|| y c(k) = p ^ 0,
(xP + u X[)
haciendo el cambio u = u - X^ 1 i < p si consideramos la sec-
 ^ k((u ))1|Xj,X II
cion dada por p = (X,,X_)0, (0 ) =  = donde el cuerpo
* ' p (!(P + xP (u. +%;) )
de coef icientes es k((u.)).
Sea = k((u^)) cierre algebraico de k((u^)), existe
u. G K- con u? = u . y mediante el isomor f ismo dado por X.,. =lO 1 l o i * '  ‘^ z i
= Xj + Xg tenemos Xg + Xj (u^ + X^) = X^^ + X^CXgi - u^^ X^)^
K j | X i , X 2 i ! l
y de donde 0 ~ -------------------  r para todo i, 1 < i < p.
" i  ( ] ( %!  +  X ? ( % 2 i  -  " i o  ) ' )
Tenemos que los cuerpos de coeficientes k((u^)) de 0^ son iso^  
morfos entre si para i, 1 _< i < p y s in embargo las curvas genëri^ 
cas no son isomor f as, es decir 0^ para todo i j
con 1 < i < p , l < j < p .
b) La caracterîstica de k es p
Entonces existe resolucion de singularidades para variedades de 
gebraicas de dimensiôn 2 sobre un cuerpo perfecto (Abhyankar | 1 |) y 
en dicho caso si k(p) es perfecto la proposicion 3 es cierta (E.G.A. 
IV, 7.9.6) y la fibra generica en una seccion es una curva. En este
caso k(p) es extension es separable sobre k(p) y se verif ican los 
corolarios A.5 y 4.6.
Si la caracterîstica del cuerpo base k es distinta de cero y
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k(p) no es perfecto no es cierto el resultado anterior, segun se dje 
duce del estudio realizado por Grothendieck (E.G.A. Iv, 7.9).
Dada una deformacion de la parametrizacion |$, y* A| con 
A G G dominio de integridad, podemos considerar asociada a ella de 
manera natural una A-seccion de la deformacion asociada del siguiente 
modo.
Si $ = con c + ^U(t) donde m^ G A y
ip.(o) = o, la deformacion asociada esta dada por 
A||X|I
0 ~ (ker donde $ : A | ]x| |  A | | t | | con $(X^) = y dicha
seccion esta dada por el ideal de 0, (X,-m^,...,X^-m^)/(ker 4).
En lo sucesivo, cuando digamos que una deformacion con seccion 
|0, Oq, a, sI admite parametrizacion |$, X, A| quiere decir que la 
seccion s sea la natural de la parametrizacion.
Def inicion 4.6 . Sea A 6 C dominio de integridad, llamaremos curva es­
pecîfica de la deformacion de la parametr izacion j$, X» A | a la cujr
va que represents la parametrizacion x* Sea K el cuerpo de frac­
ciones de A y K su cierre algebraico. La parametrizacion
, . . . , donde m^, son como antes, nos proportions
una curva algebroide irreducible definida sobre K que llamartmos 
curva generica de la deformacion de la parametrizacion |$, X, A| .
La curva generica de |$, X» A| y la de su deformacion aiocia- 
da en la seccion dada por (X^ -^m^ ,^ . . . ,X^-m^)/(ker 4>) coincidtn so­
lo en el caso en que esta ultima sea irreducible. En otro caso la cu^
va generica de |$, X, A| represents una componente irreducible de 
la curva generica de la deformacion asociada.
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A||X^ X^ll kllXj X^ll
Ej emplo : Sea | 0, 0 . A| con 0  5-- ?-----T~ * ~  9--- Ï--
(Xg-Xi "-%i) (Xg - X p
y A - k| I u I I , c(k) ■= o. Si consideramos la seccion trivial 
( X ,X 2) la curva generica en dicha seccion es
k((u))I|Xj,X2|I
-ÿ ÿ ô- curva reducible definida sobre k((u)) cierre
(Xg-Xl u-xf)
algebraico de k((u)). Una parametrizacion para 0 relativa a la
seccion trivial es $ = con $ ^ = 2ut + t ^ , $2 ~ 2u^t +
2 3
+ 3ut + t que tiene como curva generica una curva irreducible de 
multiplicidad 1 que es una de las dos componentes irreducibles de 0^.
Nota 4.7. Diremos que una seccion s de la deformacion \0, 0^, A | 
es singular si la variedad que define su ideal p en 0 es singular 
es decir si e(Op) > 1  o equivalentemente en el. caso en que exista
curva generica. 0^ en s esta sea singular. El numéro de secciones
s in gui ares es finito ya que las variedades que las definen son hiper^ 
superficies singulares en 0 , cuyo numéro es finito.
Una deformacion de la parametrizacion puede tener asociada una 
deformacion con mas de una seccion singular como se ve en cl siguieti 
te ejemplo:
Sea 1$, X, a| con $ = ( ,$2  ^' ^1 “ ^2 ~ + t^,
A = k|IuII la deformacion asociada es 
A||Xj,X2ll
0 ~  ô--- T 9--- -— 7   La seccion de | $ , X» A | es (X,,X.)
(Xg -Xj u^ - 2XJ u - x p
que es singular. Vamos a comprobar que la seccion (Xj^  + u, X2) es
tambiên singular. Si hacemos en A | | X^  ^,X2 | | el isomor f ismo ,
Xj^  --- , x| = Xj + u , X2  Xg = X2", que es la identidad en 0^
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y por tanto un isomorf ismo de la deformacion, luego tenemos
a IIXj .x ^ M
0 ~ “— ÿ— c T------ ô— ô----ô-- ÿ— donde la nueva seccion singular
(Xg -Xj +3xju -3X^u^ + u^ Xj)
es ahora la trivial, y es singular ya que la curva generica
k((u)) I |Xj,X2 l 1
0,, ■" --2--- 5---- Z------T~3--- f ~7~ GS singular.
(X^ -xJ +3xju -3X^u^ + u ^ X p
Def inicion 4.8. Dada una deformacion 10, 0^, A | diremos que una sec­
cion s es equimultiple si e(O^) = eCO^) donde p es el ideal 
que define la seccion.
En el caso de estar definida la curva generica en dicha seccion, 
la deformacion es equimultiple en la seccion si e(O^) = e(()^), ya 
que e(Oy) = e(O^) (corolario 4.4).
Nota 4.9. Una deformacion de una parametrizacion | $, y, A | diremos 
que es equimultiple si lo es respecto de la seccion natural asociada 
a ella. Es decir si las curvas X y tienen igual multiplicidad.
Este hecho se puede caracterizar de la siguiente forma.
Sea la deformacion |$, X» A | , y (Xj-mj^ , . . . ,Xjj-mjj) la seccion 
que détermina entonces la deformaciôn es equimultiple si existe j.
 ^A  3 ^ ^ tal que o($j-mj) £ o($^-m^) para todo i, 1 £ i < N
ademâs 4>. = m . + a t” + a . , t**^  ^ +... donde a es unidad de A.3 3 n n+1 n
Dado que la multiplicidad de una curva algebroide irreducible viene 
dada por el elemento de su parametrizacion de orden minimo (0-4), 
como G es res($j) = ® X al ser a^ unidad se sigue la
equimultiplicidad.
y
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For analogîn con el caso de curvas llamaremos a z = (Xj-m^) 4-
+ (ker $) paramètre transversal de 0.
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5. SEMIGRUPO DE UNA DEFORMACION
Dada una deformacion que admite parametrizacion sobre un anillo 
A € , se puede définir un subsemigrupo de H, asociado a dicha de^
formaciôn, en cierto sentido analogs a como se procédé con una curva 
(0-8).
Def inicion 5.1. Llamaremos semigrupo de una deformacion de una parame­
trizacion 1$, X* AI con A 6 C dominio de integridad a S(4>) =
= { t  6 H I existe un z G (im $) con o(z) ■= o(res z) = t ).
El semigrupo S($) es el mismo para toda deformacion 
($', X* AI asociada a |$, X, A| (2,2.1). En efecto:
Los elementos de (im $') se obtienen de los de (im $) mediajn
2
te la sustituciôn de t por una serie u(t) = a^t + a^t +.... con
a^ unidad en A, y por lo tanto si z = i|*(t) con o(z) =o(res z) =
= s 6 S($), z' ■= (J)(u(t)) es o(z') = o(res z*) = s.
Dada una deformacion 10, 0^, A, s| con A G C dominio de inte^ 
gridad que admite una parametrizacion |$, X» A| llamaremos semigru- 
po de jO, 0^, A, s I a S(0,s) = S($).
Este ultimo concepto es relative a la seccion al ser definido me^  
diante la parametrizacion en esa seccion. Y no es independiente de 
ella como prueba el ejemplo siguiente:
A||X, X,|I
Sea |0, 0 , AI  , A = k||u||, Q z   --- ----- =— . Si considéra
(Xg - X p
mos una parametrizacion en la seccion (X^-u^,^2), “ t^-u^.
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3 2
$2 = t -u t entonces 2 6 S($). Si tomamos la seccion trivial
, Xg) , *ï*j “  2ut +t^, $2 “ 2u^t +3ut^ + 1 ^ y entonces 2 0 S($*)
Notas 5.2.
5.2.1 En general no es cierto que el semigrupo S(<I>) tenga un comple^ 
mentario en IN finito, como prueba el ejemplo siguiente:
Consideremos la deformacion |$, X» A) , con $ = =ut +t^,
$2 “ t^}, X = {<|>j “ t^, (j>2 = t^} y A = k||u||. El semigrupo es 
S($> = (3 p } n o  tiene complementario finito.
En algunos casos S($) tiene complementario finito y por tanto 
existe un conductor (0-8). Los ejemplos mas interesantes son los si­
guientes casos:
(i) Si consideramos |4>, X, A | , con X = (t) , . . . ,<()^ (t) } ,
A = k||u|| y $ = , . . . , , donde ■= <|)^ (t) +u :J>^ (t,u) con
Ot(l{»i(ttu) ) > o((j)^(t)) y m.c.d. (o(i(>j (t) ) , ... ,o(({>|,j(t) ) = 1.
(ii) Si la deformacion admite un desarrollo de Hamburger-Noether 
(3,5.3) entonces el complementario del semigrupo de dicha deformacion 
es finito, como probaremos en el ultimo capîtulo.
5.2.2 Dada una deformacion |$, X, A| con A 6 C, dominio de inte­
gridad, si S(Xg) es el semigrupo de la curva especîfica y S($y)
el de la curva generica, se verif ica que S($) C  S(x) y S(&) C  S ( $^ ). 
Los contenidos citados se deducen directamente de la definicion de 
S($) y en general',* son estrictos como prueba el siguiente ejemplo:
Sea 1$, X. A | con $ = ■= t®, $2 " +t^^, = t*"^ } ’
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X = {<|>J = t^, 4>2 = 4*2 = y A •= k||u||.
Se verifies que 10 6 f ( x )  y 10 0 S($) y 9 6 S($^) y 
9 g S($).
Ademâs no se verifies en general que S($) = S($^) D S(x) ya
que 25 6 S(x) D 8(0^) y 25 0 S(4>).
En caso en que S($) tenga complementario finito si c es el
conductor de S($), c^ el conductor de S(X) y Cu el de S($^)
se tiene de lo anterior que c < c y c < c. ^ o —  •' u —
Si el complementario de S($) es finito podemos considerar a su 
conductor c como el orden del conductor de a ]|t|| sobre (im $) 
en el sentido de la proposicion siguiente.
Proposicion 5.4 . Dada una deformacion | $, X» A|, si existe c 6 B 
conductor de S($) se verifies que para todo w G A||t|| tal que 
o(w) 2 c es w 6 (im $).
Demostracion.
Sea w 6 A||t|| con o(w) = m 2 c, por ser c conductor de
S($) existe z G (im , z = a t™ + a ^  t™^^+...., con a uni
dad. Si w *= b^^™ + b^ ^^  ^^ m+1 + entonces
w = + Wj con Wj^  6 A||t|I y o(w^) > m.
Repitiendo el proceso hecho para w a por ser (im $) com
pleto w - (a ^b„z„ +c ^,b . , z ,+...)*= 0 y entonces w G (in . m m m  m+1 m+1 m+1
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Notas 5 . 5 .
5.5.1 Dadas dos deformaciones |$', X» Aj, |$", x* A| taies que
existen conductores c', c" para sus seraigrupos S($')» S($"), y 
con = {4> j , . . . ,4>y) , $" = {$ J , . . . , entonces existe un c 6 B
tal que si para todo i, i=l,...,N, tienen iguales todos
los termines de grado menor o igual que c, entonces se verifica que 
las dos deformaciones son équivalentes (1-2.3). En efecto:
Sean c', c" los conductores de los semigrupos S($‘), S($")
respectivamente.
Tomemos c = max {c’,c"), se tiene que para todo i, i=l,.,.-,N
i ^ o(4>£ - 4>'p y c" o($j -$^) entonces por la proposicion ante­
rior ($!  - $V) e (im $') y ($!  - $V) 6 (im $"), de lo que se si­
gue que (im ' ) = ( im 0") y por lo tanto, las def ormaciones son 
équivalentes.
5.5.2 De lo anterior podemos deducir un resultado anâlogo para desa- 
rrollos de Hamburger-Noether sobre el anillo A. Sean D !, D", dos 
desarrollos de N-N sobre A. Entonces existe un d G H tal que
si las matrices correspond i en tes a D ’, D", tienen todos sus elemeii 
tos iguales en las d primeras columnas, entonces se verifica que
los desarrollos son équivalentes (1-3.5). En efecto:
Consideremos las parametrizaciones asociadas a D', D",
y c', c" conductores de S($'), S($"). Tomemos d = max {c',c").
Por la condicion impuesta a las matrices de D ’, D", tenemos que
$ ' , 4>" verif ican las hipotesis de 5.1 y $ ' , son équivalentes y
por tanto, D', D" tambiên lo son.
Observemos por ultimo que d no tiene necesariamente que ser elegido de la 
forma anterior.
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CAPITULO II 
TRANSrORMACION MONOIDAL DE UNA DEFORMACION
Estudiamos en este capîtulo el efecto de las transformaciones mo 
noidales de una deformacion con centro una seccion sobre las fibras 
especîfica y generica; y su relaciôn con los transformados cuadrâti- 
cos de dichas curvas. En el caso de considerar una deformaciôn de una 
parametrizacion equimultiple encontramos una expresiôn de su transfor 
mado monoidal como deformaciôn de una parametrizaciôn del transforma- 
do cuadrâtico de la curva especîfica.
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1. TRANSFORMADA CUADRATICA DE LA CURVA GENERICA
En esta seccion comparâmes las transformadas cuadraticas de la 
curva generica de una deformacion, con las curvas genericas de los 
transformados monoidales de la deformacion con centro en una seccion 
de la deformacion. Supondremos que el cuerpo base k es de caracter 
rîstica cero para tener garantizado que la generica es siempre una
Sea la deformacion |0, 0^, A, sj donde A 6 C y 0 y A son
dominios de integridad y p es el ideal de de f in ic ion de s.
Notaciones 1.1.
1.1.1. Llamaremos transformacion monoidal de 0 concentro s a la
transformacion monoidal de 0 con centro p. Si p = , . . . ,x^)0
y X = Spec 0 dicha transformacion esta dada por T : S ->■ X con
n N
S ■= B1 (0) = Proj ( ® p ) = W  Spec (0 ) con
P n>o i=l *i
0%. “ ^ 1^  '•••* ir\ I  ^I* |25|"
X ' 1 1 '
1.1.2. Llamaremos transformado monoidal de 0 con centro s a
Spec (0'), siendo el completado respecto de su ideal maximal del an^
llo local de un punto T *(m) es decir O' *= ((B1^(0)|^) =
= ((0 ) ) para un cierto i con 1 < i < N con n ideal maximal
*i " . " “
de 0 tal que n 3  p' G Spec (0 ) y p'fl 0 = p.
*i *o
1.1.3. Sea R una cuasi curva (1-4.1) (en particular una curva) no 
necesariamente irreducible. Entonces si m es su ideal maximal gene^ 
rado por z^,.. . , ,  el explotado de R respecto del ideal m es
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B1_(R) = U  Spec (R 
i=l
) ■= Spec (R ) , siendo
paramètre transversal de R, es decir, su imagen en
un ideal irrelevante del anillo graduado
n>Omn+l‘
J genera 
m
La existencia de
dicho paramétré transversal esta garant izada por contener R a k 
cuerpo infinite (|2l|, 22.1). Tenemos ademâs que R — ^ .... ...|Zi
un anillo semilocal ([18| proposicion 1.1) y por tanto finito sobre
Zt z,
R. En este caso ident if icaremos B1 (R) con el anillo R
Con las notaciones anteriores, sea la cuasicurva 0^ de ideal 
maximal El homomorfismo canonico : 0 0^ definido por
(j){xp = Xj nos properciona una base del ideal pO^ compuesta por
,x^. Formemos la explosion de
N
w  Spec (Op)~ con (0^)
con c e n t r o  
■”l
i=l “ i P ' ■ i 1
El s i g u i e n t e  lema nos da una r e l a c i o n  e n tre las c a r t a s  de los eit
plotados de 0 y Op respecto de pO, respectivamente.
Lema 1.2. Para todo i, 1 i ^ N (0 )— “ 0 f)^(O)
P * i P V
Demostracion.
Op es 0-plano via el homomorfismo ^ : 0 ->• 0^. Podemos cons^
derar el diagrams
0 I Y J , . . . , Yjj_ I
I
0 | Yj , . . .
OpI?, ?N_ll —
- 0.
0
—' Al —
donde la segunda fila se obtiene de la primera mediante tensorizaciôn 
por 0 y definido por (-^ B -^ ) ■= ^ es obviamente supr_a
P  X  ^ b X D
yect ivo.
Si 0, . es el local izado de 0 en S = {x*? I n 6 B) , la su (x^) X ' -
secion 0 ^ 0  0, . es exacta, y tensorizando por 0 se obtiex^ (x^) P -
ne el diagrams de filas exactas
«0 O p  :----- ' 0 (x.) «0 Op
“ -------- (Op)_,  .
1 * 1  * Ndonde (0 ) _ = 0  l=r- =r- , y puesto que $ es isomorfismop p|Xj
^ es inyectivo y por tanto es isomorf i smo.
Consideremos los siguientes conj un tos de idéales,
J = {Q e Spec (Op)— j Q maximal), L “ {Pj G Spec (0^ ) | p^ 0 =p).
Proposicion 1.3. Con las notaciones anteriores se ver if ican los resul^ 
tados siguientes:
(1) ((%)-^)p^(0^ n (0„)- = (0^ para todo p. « L
para todo i, 1 ^ i N ■
i J Pj P x^ X ' 3
(ii) Existe una biyecciôn entre J y L.
Demostracion.
(i) Sea Pj G L , Pj D 0 = p, luego para todo p^ G L el homo^
morfismo 4' : 0  0 induce un homomorfismo 4^ : 0  >- (0 )
*i P *i ^3
— 4 2
que factoriza en la siguiente forma
* : %  " "p ®0 "x. " ("x,)pj' 1”' y
< V p r  (0,,-^ I"")
y aplicando el lema 2 obtenemos el isomorf ismo pedido.
(ii) Via el isomor f ismo 4^ , : 0^ B/, 0_ --- *■ (0„ ) _ , def inimos
 ^ P ^ i
una aplicacion p : L -> J por p(p.) ■= p . (0 ) fi (0 )— , p(p.)
3 J Pj P 3
es primo, contiene a pO^, luego es maximal de (0^)— .
La aplicacion p es inyectiva. En efecto:
Sean Pj»Pg G L con p(Pj) = p(Pg). Consideremos
0 fi 0
p(pj), p(Pg) son i d é a l e s  p r i m o s  de Op fi 0^ y qa e por hipôte^ 
sis son iguale s,  y tai es que y a c e n  sob r e  P j » P g  0^ luego
Pj = Pg-
La aplicacion p es suprayectiva ya que todos los idéales de J
son los idéales maximales de (0 )— - 0 Ü 0 y por tanto contie-
p x^ P *1
nen al ideal p (0 fi 0 ), (I.k. |20|).F X .
Notas 1.4.
1.4.1. La proposicion anterior prueba que el ndmero de idéales pri­
mos Pj de Blp(O) que yacen sobre p es igual al numéro de idea-
— 4 3 —
les maximales de ®^p0 (Op) y por la nota 1,1.3 dicho numéro
es finito, pudiendose obtener dichos idéales pj en una sola carta, 
0^ de Blp(0 ), donde Xj^ es paramètre transversal de 0^.
1.4.2. Con la proposicion anterior tenemos una primera relacciôn eri 
tre la curva generica de un transformado monoidal, y una transforma- 
da cuadrâtica de la generica de la deformaciôn.
En efecto, dâdo el ideal primo pj de Bl^CO) que yace sobre 
p la proposiciôn 1.3 prueba que existe un ideal maximal con
(ij n Op = pOp tal que se verifies
Si consideramos un ideal maximal m^ de B1^(0) con
m. n 0 = p y p. C  m. es (B1 (0)) Z ((Bl (0)) ) , con lo que
3 3 3 p P j  P ™ j P j
el primer miembro es una cuasi curva relacionada con la curva genëri.
ca del transformado monoidal de 0 obtenido por complecciôn de 
(Bl (0)) respecto de su ideal maximal. Respecto del segundo miem-p mj
bro (1), 0^ es la cuasicurva que nos proporciona la curva generica
de 0 (1-4,1), con lo cual dicho miembro esta relacionado con una
transformada cuadrâtica de la curva generica.
Las proposiciones siguientes nos dan condiciones relativas al 
anillo local de una cuasicurva, para que conmute el explotado de di­
cho anillo respecto de su ideal maximal, con su extensiôn por complec^ 
cion, ô extensiôn del cuerpo base a su cierre algebraico.
Lema 1.5. Sean R y S anillos semilocales de dimensiôn 1, Cohen-Ma- 
cauly, f : R -► S un homomorfismo piano que transforma no divisores
— 4 4 -
de cero en no divisores de cero. Entonces si J es un ideal de R
que contiene a un no-divisor de cero Blj(R) 8^ S = Bl^^CS). (|18|
corolario 1.2).
Proposicion 1.6. Sea R el anillo de una cuasicurva de ideal maximal 
m, entonces (Bl^(R))^ = Bl^(R) donde (Bl^(R)) es el completado 
respecto de su ideal radical y R el completado m-âdico.
Demostracion.
Se verif ican las hipotesis del lema anterior para f : R  ► R.
En efecto
i) f es piano (|20| pâg. 170).
ii) f transforma no divisores de cero en no divisores de cero 
(|34| corolario 6, pâg. 267).
Aplicando el lema 1.5 al ideal m y a los anillos R y R te-
niendo en cuenta que m = mR es el ideal maximal de R es
Bl^(R) Qg R z Bl*(&)
donde y Bl^(R) son finitos como R y R-raôdulos respective
mente, (nota 1.1.3) y por tanto Bljjj(R) 8g R * (Bl^(R))* ( |34| pâg.
277) siendo (Bl^(R))* el completado m (81^ ^^  (R) )-âdico.
Ahora, como Bl^(R) es finito sobre R, entonces su topologîa 
como anillo semilocal, es decir, respecto de m(Bl^(R)), es la mis-
ma que como. R-modulo (|21 |p.52. 16.8) luego (Bl^(R))* « BI-jj(r ),
Se puede observer que Bl^(R) es un anillo semilocal compléta 
para su ideal radical.
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Proposicion 1.7, Sean R el anillo local de una cuasicurva que tiene
a K como cuerpo de coeficientes, K cierre algebraico do K y su-
ponemos que K es separable sobre K. Entonces si m es ideal maxj^
mal de R 8^ K se verifies Bl^(R) 8^ K = B1-(R 0^ K)
Demostracion.
f : A  A fij^ K, verif ica las condiciones del lema 1.5 ya que,
i) f es piano pues i : K K es piano y por cambio de base
de K  A A 0^ K es A-plano.
ii) f transforma no divisores de cero en no divisores de cero 
ya que como K es separable sobre K no aparecen elementos nilpoteri 
tes (I20| pâg. 194).
Si m es el ideal maximal de R, m(R 8 K) = m es el ideal
R K
maximal de R 0 K ya que g : K -----*- —   = es un isomorf ismo
R m ( R 0 ^ K )
puesto que como 1 0 1 m(R 0^ K) g es inyectivo, y como K C  R, 
g es suprayectiva.
Aplicando el lema 1.5 a R, R 0^ K y a m tenemos
B1_(R K) ~ B1_(R) 0_ (R 0^ K) « B1_(R) 0^ K. 
n  K m  R  K  ni K.
No t a 1.8. Sea ir : Spec O'  Spec 0 un t ransf ormado monoidal de
0; la retrace ion Spec 0  Spec A induce una retraccion
ir : Spec 0 ’ --- ► Spec A que permite considerar a 0' como deforma­
ciôn con espacio de parâmetros A. El problems esta en trasladar la
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seccion s : Spec A  *■ Spec 0 a una seccion s* de n*, de mo­
do que;
Spec A  ----   »- Spec 0
Spec O'
sea conmutativo, problema que, en general, no tiene solucion, puesto 
que si. p es el ideal que define la seccion s, el transformado 
tricto de p no define, en general, una seccion de n*.
A] IXpXgll
Ejemplo: Sea 0 9 ? 1
(%2 - n Xji^ — X^)
A ~ kI IuI I, el transformado
a 1|Xj,X^II
noidal de 0 con centro p = (Xj,X2)0 , es O' ~ ----^ -------------
(x; u - Xj)
El transformado de p es X^O', es decir, el ideal de A| |X^,Xg| |, 
(Xg^ - u, Xj) y este ideal no nos define una seccion para la retrac­
cion dada por---A '---— O', pues u no admite raiz.
Sin embargo, las curvas genericas de O' sobre A se pueden 
calculer directamente en la forma siguiente:
La fibra generica de O' * sobre A es O' 8^ k(p) y las curvas
genericas se obtienen de O' k(p) 8^^^^ k (p) localizando en cada 
uno de sus idéales maximales y completando en la topologîa asociada a 
cada ideal maximal correspond iente, de este modo, si u^ G k(pj veri^ 
ficando que u^ = u , se obtienen en este caso dos curvas
k(p) I Ix^.Yj I I
1 ~ CYi(Yj-2 Ug)-Xi)
k (p)  I | x ^ , Y2 l  I
2 CY2(Y2+2Uo) -Xj)
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El procedimiento de este ejemplo se puede aplicar en general e 
incluse cuando el ideal de (1.4) no proporciona una seccion, la
curva generica se puede calculer por el proceso anterior.
Lema 1.9. En las condiciones del principio de la seccion si se dota
a 0— , 1 .£ i R de estructura de k(p)-espacio vectorial via el
*i
morfismo k(p) ‘--- ► 0 '--- *■ 0 8 * 0 : (?— (1.2) se verifies que p^
p P V X
ra todo i, 1 < i < N,
\ ( p )  “a
Demos tracion,
"x, ®k(p) ^  = "x, “o % *k(p) “ "x. *0 *’ “a «
*k(p) ^  = "x, *A
En las hipotesis del principio de esta seccion consideraremos 
ahora la curva generica en la secciôn dada por p ,
Oy * (Op)^ ®k(p) R(P) y sea m^ su ideal maximal. Op es una cuasi
curva y podemos encontrar una carta, pongamos 0— , que contiene a
1
todos sus transformados cuadrâticos (1.1.3). Si identificamos como hi 
cimos en (1.1.3) Bl^ (0^) con su carta, se verifica
Proposicion 1.10. Bl^ (0^) z (0^ k(p))
Demostracion.
Por el lema anterior se tiene 'k(p) ^  = <>x, ®A
Ident i ficando Bl . (0 ) con 0~ es 
PPp P
— 4 8 —
%  k(p) ” "k(p)
pero por la proposicion 1.7, si P^p el ideal extendido de p a
O p  \ ( p >  " p O p % )  ®k(p) k(p) = B l _ ( O p  »k(p) k(p)). luego
0 kTFT » B i _ « p  «k(_,
P”p
Ambos son anillos semilocales y completando respecto de sus radi
cales
« ’xj *A W T ) -  = ®k(p, W T ) ) '  (Op »k(p) W r r
coo ul extendido de ^  (proposiciSn 1 .6).
Y como (Op ®R(p) k(p))'' = (0 )* J k(p) tenemos el resulta-
P
do buscado
(Ox, *A k(p))'= B l ^ ( ( O p ) '  »k(p) k W )  - »1.J0„).
El caso mas frecuente y que usaremos en los capitules finales es 
el contenido en el corolario siguiente
Corolario 1.11. Si 81^(0) es finito y existe un solo ideal maximal 
fflj, de Blp(O) que yace sobre m, entonces si O' es el transf or­
mado monoidal de 0 en m^, las curvas genericas de
IT* : Spec O'  --- Spec A son isomor fas a las transf ormadas cuadrati
cas de la curva generica 0^ de 0 a lo largo de p.
Demostracion.
Sean mj 6 Spec y un p.rimo de 81^(0) que yace sobre
p, entonces Pi C  y como m^ es el finico ideal que yace sobre
m, la unica carta a usar para encontrar los transformados cuadrati-
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cos de B1 . (0 ) es (?_ .
P^p P Xj
Per la finitud de la transformacion monoidal 0 es finite so-
^1
bre 0 y 0  ^ es complete y, ademâs, local y, per tante,
«’xj “a
Blm (Oy) es un anillo semilecal: sean n^,...,n^ sus ideales
maximales, ententes, per la preposicion anterior, 0^ k(p) 2
« Bl^ (0^), luego 0^ k(p) es semilecal de ideales maximales
n|,...,n^ y , per tante, para todo i=l,...,r se verifies
(0 @ . k(p)) , = (B1 (0 ) ) donde' el primer miembro es la curvaX « ^ n , in VI o #1 1 u 1
genêrica de O' en n y el segunde es el transfermade cuadratico de 
0 en n . .
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2. TRANSFORMADA MONOIDAL DE UNA DEFORMACION PE UNA PARAMETRIZACION
En esta seccion estudiaremos la transfermacion monoidal de una 
deformacion de una parametrizacion, en el case en que dicha deforma- 
cion sea equimultiple. En dicho case la deformacion se comporta anâ- 
logamente al case de la parametrizacion de una curva respecte de su 
transformacion cuadrâtica. Teniendo un solo transfermade monoidal y 
obteniendose este mediante la paramet rizacion de la deformacion.
A le largo de la seccion censideraremos una deformacion de la 
paramet r izac ion | , y» A | equimultiple (1-4 , 9) , con A 6 C demi-
nio de integridad. Denotaremos per |0, 0^, A| la deformacion asoci^ 
da a |4>, y. A | segun (1-2, 2.1), es decir 0 * X
$ ; A|[X||  --- A||t|| aseciado a 4>.
Lema 2.1. Sea x 6 m no diviser de cere, x é m^O, sea B un anillo
talque A | | x f | C B C A | | t | | .  Se verifica que
(i) B es A I IX1 1-modulo de tipe finite y entero sobre A| |x| | .
En particular B es Noetheriano.
(ii) B es local.
(iii) dim B = dim 0 y B es complete con cuerpo de coeficientes 
k.
Demostracion.
(i) Es claro que existe un x 6 m tal que x tS ya que
es de dimension 1 entonces se verifica que A||t|| es finite 
sobre A||x||.
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En efncto: Si {uj,...,u^} son un sistema de parâmetios de A, 
entonces {u , . . . , u^ , x} son un sistema de pararaetros de A | | 11 | , en 
vista de la condicion pedida para x, Entonces por (|34| nota, pâg. 
293) tenemos que Aj|tj| es finito sobre k | j u j , . . . , u^ , x ] | y por taja 
to tambiên lo es sobre A||x|(, siendo ademâs A||t|| entero sobre
A| hi I.
(ii) De lo anterior deducimos que B es finito y entero sobre 
A I IXI I . Enefecto:
B es A 1 IXI I-submôdulo de A|jt|j que es noetbetiano y finito 
sobre A ]|x||, con lo que B es finito sobre A||x||. B es eviden 
temente entero sobre A||x||.
A I ItI I es finito y entero sobre A||x| |, y por tanto 
A||t(] es entero sobre B.
Veamos ahora que B es local. En efecto:
Sean m|, m^ dos ideales maximales de B, se pueden elevar a 
dos ideales primos (maximales) m^, m^ de A||t|| necesariamente 
mj = m^ luego m|.= m^B = m^B = m^.
(iii) De (i) dim B = dim a(|x|| •= dim A+1 = dim 0,
B es complet©, pues se puede aplicar al teorema 15 (134( pâg.
276) a AI |x| | y B, siendo ademâs el ideal maximal m' de B, 
m' = nB con n ideal maximal de A||xj|.
k es el cuerpo de coeficientes de B ya que el bomomorfismo
A||x|| --- *- induce un homomorfismo finito k --- *- y como k
es algebraic am ente cerrado k =
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Vamos a estudiar a continuacion la transformacion monoidal de 
I $, X, a| mediante el estudio de dicha transformacion en la deforma­
cion asociada |0 , a | .
Troposicion 2.2. Sea |$, % « a | deformacion de una parametrizacion equi
multiple. Sean { , . . . , x^} una base del ideal primo p que determi
na la seccion equimultiple. Sea Xj 6 0 parametro transversal. Enton
ces se verifica que: 0 |--, . , — |, 0 , A es la deformacion asoci^I Xj Xj o
da a I $', x ’» A | donde X ' es la transformada cuadrâtica de la pa­
ramet r izac ion X (0-5.2) y $' es la parametrizacion
1 I *^ 2 ~ *"2 ~ *"n
{$1 = $1 -mi. $2 = y — a-  ^ “ i ® *'
Demos t rac ion.
$ . — m .
(i) 4»' es una par ametr izac ion , es decir ^ G  A | | 11 | 
i=l,...,N. En efecto:
Dado que es parâmetro transversal (1-4.10.2), = m^ +a^t”+
+ +. . . con a^ unidad en A, luego (*Pj-mj) = t” u (t) con
u(t) unidad en A||C||. Por otra parte o($^ -m^) ^  n luego
4». - r a ,  (4>. -m.) ,
^i ^ “  n  " (k) G A I I 11 I para i=2,...,N.
(ii) es una deformacion de la parametrizacion X* transform^
da cuadrâtica de X* En efecto:
x' = î (0- 5.2 ) . donde = res =
, res($ .-m^)
= res ($ .-m. ) con lo que res $. = -----  r = -r—  .
I X  7  ^ res (9^-m^ ) «Pj
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Xg x^
(iii) 0 1--  1 es entero sobre a ||z ||, local, completeXi Xi L
y de dimension igual a la de 0. En efecto:
Sea X£ = (X^ - mj^ ) + (ker 4>) la inclusion i : 0 --- ► A | | 11 |
lleva x^ a 1......N, con lo que de (x) tenemos que
^ii (— ) G A I I11 I y entonces se puede aplicar al anillo
B = 0 1— - el lema 2.1 obteniendo lo pedido.
*1 *1
(iv) Por ultimo 10 1—  ,..., — | , 0*, A | es la deformacion aso-Xj Xj o
ciada a |$', x ', A|. Ya que:
.Sea 4»' : A| |x' | | ----► A | 11 1 | definida por 4>'(Xj) =4»! y sea
0 * * (ki^ i * ) * mediant e la inclusion i ; O'  A | | t | | ident if
camos X ' = x! + (ker 4»*) con ^ ! , con lo que sobre A | | 11 | hemos
• Iident if icado Xj con Xj y x^  ^con
^1
En virtud del lema 2.1 O' ~ A||x||| jxg,... ,%^ | y es entero sobre 
A||x|||, analogamente 0 = A||xj|| jxg,...,x^| y por tanto
~ *1 l * i l  I 7^ ’ • * * ’ 7^1 "
= Allxjil |—  — 1 y es entero sobre A| | x^ ( | .
Por tanto a la vista de las identificaciones
X X
O' = 01—  ,..., — I termina la demostracion.
*1 *1
Notese que 0» O' no son propiamente deformaciones pues sus f^ 
bras especificas pueden diferir de Xo Y Xq component es sumer-
gidas segun vimos en la nota (1-2 .2)
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Défini cion 2.3 , A la vista de la proposicion anterior, dada |4>, X> A |
llamaremos transformada monoidal de una deformacion de la parametriza-
cion a la deformacion de la parametrizaciôn 14> ' , x'* A | con X*
$2 - *"2
transf ormada cuadrâtica de x Y 4> ' = - m^ , -— " ,...,
Vamos a comprobar que en el caso en que nos ocupa, la transforma^
c ion monoidal de la deformacion asociada a una deformacion de una pa- 
rametrizacion equimultiple, con centre la secciôn determinada por la 
parametrizaciôn se reduce a una sola transformada que es la que corre^ 
ponde a la deformacion asociada a la transformada monoidal de la de- 
finiciôn 2.3.
Paraielamente a como procédé Zariski en |351 con una curva pode-
N
mos establecer las notaciones siguiente en B1 (0) = Spec (Ox.),
X X i=l ^
con p = (x, .... ,x )0 y *^ x . = 0|—  . . . . , — | def inimos la relacion
1 W X X ^ ^ X
de equivalencia ~ por:
Para todo fî 6 Spec (0 ) , ft 6 Spec (0 ) , ftx,- ~ ftvi si y
Xi Xj 1 J .
solo si (0„ )o = (0 )o •
^i "xj ^xj
Dados X . ,  x, denotamos por N el sistema multiplicativa-
X J X i , X j
mente cerrado de 0^ formado por los elementos del tipo (— 1)*” con
i *i
m 2 0» y por 0 el anillo de fracciones de 0 respecte de
X i , X j  X.
N„ . Entonces se verifica:
*i,Xj
X .
Lema 2.4=-‘- ( O  - 0.. 1 2 1 .
(ii) ^ = 0^
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Proposicion 2.5 . Sean 0 y como en las hipotesis de la pro^
*iposiciôn 2, entonces ——  es unidad en •
*1 *i
Demo st rac ion.
X  . s
^  es  e n t e r o  s o b r e  A| | Xg  | | ( 2 . 2  ) s e a  ( ^ )  +  (x^ ) x ?  +
+  ... +  a ( x , ) = o su e c u a c i o n ,  de  d o n d e  x ®  +  a ( x , ) x ,  x f ~ ^  +
c l  1 s- 1 1 1 1
, . a  *1 1 8 .  / I . « s .
+  ... +  a „ ( x , ) x ,  = o s e a  —  = x , , x.  +  a . (x, x . ) x ,  x. + . . .
O i l , *  Xj  1 1 s — 1 1 X 1 X
+ a^(x| x ^ ) x | ®  X® = o , ya q u e  c o m o  x ^  es no  d i v i s o r  d e  c e r o  en
Ojj.» 1 +  *1 (®s -l +  ••• +  ® o ^ * l  * i )  * 1 ^  = o*
Corolario 2.6. En las mismas hipotesis, se tiene 0% = 0» „ para to
----------  —  i *i»X£ —
do i=2 N.
Demo s t racion.
^Xj,x. “ ^x.,Xj (lema 2.4) y 0^.,Xj ^asta ver que
Ox.,x^C 0^.' efecto,
x^ X^ X. X.
0, ^ " 0 |—  ,..., — -, — 1^ y por la proposicion anterior — ^
*i'*l *i *i *1 *1
es unidad en 0„ .
Corolario 2.7. una api ica c ion biyectiva de Spec (0 ) en
*1
T = Blp(O)/-.
Demostracion.
Def inimos 4'(^  ) = fi clase de x, en T, ^ es inyectivaXf Xj^  1
por def iniciôn de T.
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tp es suprayectiva, y a que dado ft G (Spec 0 ) , ft = ft o
^ ^^x.^ft ^^x,,x.^ft (Corolario 2.6) y de (ü) propos i-1 XXj^ x i x ^
ciou 2.4, se signe (0 )_ = (0 )pXi Xi
Notas 2.8.
2.8.1. De lo anterior se sigue que todas las transformadas monoidales
de 0 con centro p se hallan a partir de B1 (0) mediante locali-
1*2^ *Nzaciones en ideales maximales de la carta 0 —  ,..., --- .
1*1 *1
1*2 *N2.8.2. De la posiciôn 2.2 tenemos que 0 I-—  .....  —  es local y
• 1 *1
complète con lo que de 8.1 obtenemos que el ûnico transformado mono^
1*2 *N
dal de 0 con cent ro p es 0 —  ,..., rr"
1*1 *1
Corolario 2.9. Dada una deformacion irreducible \0, 0^, A, s| con 
s una secciôn equimultiple, y que admit e una parametrizaciôn respec­
te a dicha secciôn. Entonces sôlo tiene un transformado monoidal con
donde
{xi,...,x^} es una base del ideal p que define la secciôn y Xj
r z  *Nrespecte a dicha secciôn y viene dado por Ol—  ,...,  
1*1 *2
es transversal.
Demostraciôn.
Se sigue directamente de la nota 1.8.
Cuando consideremos parametrizaciones de Hamburger-Noether sobre 
un anillo A, podemos hablar de transformada monoidal de la siguien­
te forma, anâloga al caso de curvas.
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Def iniciôn 2.10. Dado un desarrollo de H-N sobre un anillo A 
^ *1 + *1 + *1
Ih
■  k L
llamaremos transformado monoidal de dicho desarrollo a
“ *o2 *1 ■*■ ' *oh *1 ^1 *1
Zf = Ali + ... + Aji^  Zi •+ Zg zi
i < L
si h > 1, ô a
^1 ^1 
“  * 1 1  ^ 1  * • *  * i h i  ^ 1  ^ 2
' 1< L «
si h = 1.
En ambos caso s es évidente que el transf ormado monoidal es un de^  
sarrollo de H-N.
No ta 2.11. Si A 6 ô y es Dominio de integridad, la def iniciôn d^ 
da es compatible con la definiciôn 2.3, en el sentido siguiente:
En este caso un desarrollo de H-N, D nos proporciona una de­
formacion 1$, res $, A ] de la parametrizaciôn de una curva. (1-3.3), 
entonces la deformaciôn proporcionada por D' t rans f ormado monoidal 
de D , es asociada a | 4" ' , res 4> ' , A | donde $ ' es la transf ormada 
monoidal de 4>.
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CAPITULO III 
DEFORMACIONES EQUISINGULARES
En este capîtulo datnos très definiciones de deformacion equisin- 
gular a lo largo de una seccion, relacionadas con el proceso de réso­
lue ion. La primera de ellas supone la existencia de una resolucion de 
la variedad de la deformacion por medio de transforméeiones monoidales 
sucesivas. La segunda consiste en la igualdad de las sucesiones de muJL 
tiplicidad de las curvas genêrica y especîfica y por ultimo la tercera 
de ellas supone la existencia de un desarrollo de Hamburger-Noether p^ 
ra la deformacion.
En la segunda secciôn coraparamos las très definiciones dadas pro^  
bando que la primera y la tercera son équivalentes y ambas implican 
la segunda.
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1 . DEFINICIONES DE EQUISINGULARIDAD
En el caso analîtico existen diversas definiciones de equisingu- 
laridad para variedades que no sean hipersuperficies, en general estas 
definiciones no son équivalentes. Vamos a trasladarlas al caso de cu£ 
vas algebroides alabeadas, resolviendo las dificultades tëcnicas que 
se présentan en el proceso, para hacer una comparacion entre ellas y 
un concepto de equisingularidad que estableceremos a partir del des^ 
rrollo de Hamburger-Noether.
1.1. Equisingularidad segun Stuz.
La definiciôn de equisingularidad residual de Stuz 12 7| para v^ 
riedades analîticas con lugar singular 1 iso de codimensiôn 1, se pue^  
de trasladar a nuestro caso, es decir a una deformacion lo» Oq» A ,s| 
donde A G C regular y 0 dominio de integridad, con una un ica sec^  
ciôn singular s. La definiciôn de Stuz es, en nuestro caso, como 
sigue:
Definiciôn 1.1.1. Dada la deformaciôn |0, 0^, A, sj, con A 6 G r£ 
gular y una ûnica secciôn singular s, diremos que \0, 0^, A , s|
es equisingular ESI a lo largo de s , si y sôlo si se verifican las 
condiciones siguientes:
(i) Sea p el ideal de la secciôn s y m el ideal maximal de
0, si TTj : Bl^(O) ---*■ Spec (0)» Xj es finito y para todo punto
cerrado m^ 6 ir  ^(m^ ) el transf ormado monoidal en la direcciôn de
mj de 0, 1^ 1 : Spec C ( B l ^  *" Spec 0 es independiente del
punto mj utilizado para construirlo.
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(ii) Sea  ^ 6 Spec  ^ un ideal primo minimal que yace sobre
p. _ via el morf ismo ïï. , . El morf ismo ir. : Bl„ (0. , ) ---- ►
~1—Z 1—1 1 i—1 ^~
“>■ Spec es finito y si ’^ i-l es el ideal maximal de 0^_^ , el
morf ismo ir : Spec (0.) = Spec (CB1„ (0) ) )'^ --- ► Spec (0 )
Pi-1 "^ i-1
es independiente del punto cerrado m G irT^  (m^  ^) utilizado para d^ 
finirlo.
(iii) Para todo i, o bien 0^ es regular, o su lugar singular es 
ttT^ . . . (V(p) ) .
(iv) Existe un r 6 H con 0^ regular (y por tanto ()^ , con
j > r, regular).
(v) Sea p* = ... ^TTi^(p) (con ^ T T 0^ morfi^
mo asociado a X.) entonces (— .^ ) , *» A .
1 P 0^ red
Notas
1.1.2. Esta definiciôn, pensada para ca rac ter Is tic a 0, es independiejn
te de la retracciôn Spec C --- *" Spec A que permit e construit
Spec 0 como familia de curvas con Spec A como espacio de parâmetros; 
es decir, cpn ella si Spec 0 es equisingular a lo largo de Spec A 
para cualquier posibilidad de considerar Spec 0 como familia de cujr 
vas sobre Spec A, la familia résultante es equisingular. En caracte- 
rîstica 0, y para familias de curvas planas, Zariski demuestra la irre^  
levancia de la retracciôn al probar la independencia de la fibra genj^ 
rica del cuerpo de coeficientes elegido. S in embargo en caracterl^ 
tica p, Abhyankar prueba que, incluso para curvas planas, la equisin­
gular idad depende de la retracciôn, con el ejeraplo siguiente:
— 61 —
E j emplo
Sea la deformacion del ejemplo posterior a (l-r4.6), 
k| |u,Xi,X2 | I
0 a ------------  , el transformado monoidal con centro la seccion
(XP +u xj) k||u, Xj.X^II
p = (X, ,X„)0 es O' K --------------  con X„ «= X, X que es regu
 ^  ^ (X'P + u) z 1 z
O' 0lar, el transformado de p es XjO* con lo que ^ ^i * k||u|| «~
Luego 0 es equisingular ESI, Sin embargo, si lo consideramos como de^
formacion dando la retracciôn que sumerge A en k||u - X^|| con
A | I
1 j<  ^  ^ P » obtenemos 0 Z ------------r- como deformacion sobre
CxJ+xP (U.+X2)) X 2 II
A a k I I u . I I , con u. “ u-X_, de 0 ” — :-----:-------  . La curva ge-
 ^  ^ 2 ° Cx^(xP-^ + Xj))
nerica a lo largo de s dada por p = (X^,Xg)0 es
k| |X^,X I I _____ _
0 ~ ---------- --- ----------r. con K. " k((u.)) (1-4.6).
“  ' * 2 i  ♦  - " i o  = ' l >  >
jo, 0 , A , 8 1 no es equisingular segôn Zariski ya que las curvas 0o
u
kllxi.x'll
El transformado cuadratico de 0 e s --------- :--- :—  que tiene
° (Xg^ + X 2'' Xj)
multiplicidad min {p, 2i} y sin embargo el transformado cuadratico
KiilXi.xiM
de 0  ^ es -------------------------r que tiene multiplicidad i.
(*2i ^(^2i ^1 ~ “io ^1) )
1.1.3. De las condiciones de la definiciôn se desprende que no es pjo 
sible que existan, en alguna etapa, mâs de un ideal primo minimal p^
que yazca sobre Pj^ _i via , es decir, no se puede presentar la
situaciôn del ejemplo siguiente
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E i emplo : La deformacion |0, 0^» A, s| con A ~ kj|u|| 
k||u,X ,X I}
0 ~  ô—  ô----î—  y s dada por el ideal n = (X ,X )() no es
< 4  -xJ -xJ)
equisingular ESI. En efectcf.
* 2El transformado monoidal con centro p es 0^ ~ 0 —  y si 
*2 I ^ 11"'X^,XjII
’'l  ^ (Xg^ -u^ -Xj)
= Xo es Oj s» ------- 2 ~ 1^ I " '^2 I I tegular, pero sin embar-
2    I 
go la imagen del lugar singular no es isomorfa a êl.
El ideal pOj ~ X^ Oj^  es (X^ ,Xg^ - u^ ') k | ] u , X j , X^ ] | y la varie-
0 j ^ I I » ^ 2 I I
dad --a- es --- =---- —  no es regular y por lo tanto no es isomorf a
P^l (X’  ^- u^)
, -e- = A.
P
Existen dos primos minimales, que yacen sobre p, dados por 
(Xg - u)Oi y (Xg + u)Oi.
1.1.4. Veamos ahora un ejemplo de deformacion equisingular ESI
Ej emplo: La deformacion |0, 0^» A, s ( con A = k||u|j 
k| |u, Xj,X2 l I
0 ~  r 5----  y 8 dada por el ideal p = (X, , X2) 0 es equisin
(xJ - Xg)
gular ESI En efecto:
3 2Sea x^ = X + (Xj - X2) , el transformado monoidal de 0 con
si llamamos — — = x' entonces es 
* 1  ^
cent ro p es 0^ ~ 0 
k| |u, X x ’ I I
0, = -------------- ~k(|u ,Xl|| regular; la imagen del lugar singular
(X - xl^) '■
k||u, X,,X'II
es pt>. = Xj(----------=--- ) = (X. , X. ) k||u, X.jX'li y la variedad
(X, - x y )   ^ ^
”1 k||u. Xj.X^II g
reducida «= , ----  = k||a|| a -  a A.
X l A * ^ 2
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1.2. Equisingularidad segun Zariski
Zariski da en )35| varias definiciones équivalentes de equising^ 
lar idad de hipersuper f icies a lo largo de una subvar iedad singular re^  
gular y de codimension 1, es decir para una familia de curvas planas. 
De entre ellas generalizamos la que résulta de comparer la singulari- 
dad de la curva genêrica y la obtenida por una secciôn'transversal.
Al ser una familia de curvas alSbeadas no se puede considerar como una
hipersuperficie sobre una subvariedad de codimensiôn 1 y en lugar de 
una curva obtenida por una secciôn transversal, hemos de tomar una fi^  
bra especîfica. Tampoco existe un criterio unico de equisingularidad 
para curvas alabeadas, por lo cual y en vista de que pretendemos com 
parar la definiciôn con otras résultantes de un proceso de resoluciôn 
simultanés por etapas, tomaremos como criterio de equisingularidad el 
de equirresoluciôn, es decir, el de igualdad de las sucesiones de mul- 
tiplicidades.
Definiciôn 1.2.1. Dada la deformaciôn |0, 0^, A, s|, con A G C 
dominio de integridad y s la unica secciôn singular dada por el 
ideal p, diremos que lo, 0^, A,si es equisingular ES2 a lo lar­
go de la secciôn s si se verifica:
(i) 0^ es geometricamente no ramificado, es decir, la curva ge­
nêrica Oy = (Op)^ ®k(p) es dominio de integridad.
(ii) E(Og) = E(O^), E( ) = sucesiôn de multiplicidades (0-5).
Nôtese que en la definiciôn no se exige que A sea regular ni
que la caracterîstica de k sea cero.
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Nota 1.2.2. Esta definiciôn, ademâs de depender de la secciôn s, d_e 
pende de la retracciôn Spec 0 --- *■ Spec (A) que define la deforma­
ciôn, ya que, en general, la curva genêrica depende del cuerpo de co^ 
ficientes k(p) (salvo si c (k) = 0 (1-4.6)) quedando este deter m i^
nado por el morf ismo Spec 0  »■ Spec A. Luego, podemos définir el
concepto de deformaciôn equisingular ES2 a lo largo de una secciôn, 
pero no el de variedad Spec 0 a lo largo de una subvariedad im(s). 
En caracterîstica cero si podrîamos definirlo.
1.2.3. Veamos a continuaciôn un par de ejemplos, uno de deformaciôn 
ER2 y otro que no lo es.
E.i emplo s . 1) Sea ( 0, 0^, A, s| como en (1) entonces la curva espec^
k||Xj,X2ll k(Wr||Xi,Xg||
f ica es 0 Z --- ----- — -, y la curva genêrica es 0 “ ----r--- =----,
° (xJ - x2) " (xJ - Xp
dominio de integridad, k((u)) cierre algebraido de k((u)) y ambas 
son equisingulares ES2 pues E(0^) = (2,1), E(O^) = (2,1).
2) Sea 10, 0^, A, s | como en (2), entonces la curva genê^ 
 ^k((u))1|Xi,X2 |!
rica 0„ ~  j 5--5 no es dominio de integridad, luego es
(*i - 4  "0-^3)
ramif icado y por lo tanto no es equisingular ES2
1.3. Equisingularidad y desarrollos de Hamburger Noether.
Campillo en | î 01 define, en el caso de familias de curvas planas, 
el concepto de equisingularidad mediante el desarrollo de Hamburger- 
Noether. En nuestro caso damos la definiciôn siguiente
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Definiciôn 1.3.1. Dada la deformaciôn |0, (?^ , A, s| con A 6 C y
8 la unica secciôn singular, diremos [O, , A, s| es equisingular
ES3 a lo largo de la secciôn s si admîte un desarrollo de Hambur­
ger-Noether relative a la secciôn s.
Nota 1.3.2. Esta definiciôn, al igual que la anterior, depende de la 
retracciôn dada por la deformaciôn.
E.i emplos. (1) Sea | (?, 0^, A, s| como en (1) entonces existe un des£
k||u, X i , X ^ | I
rrollo para 0 = ----      dado por {x„ « x, z,, x = z,},
(Xj - X‘) ^
luego es equisingular ES3.
(2) Sea |0, 0^, A, s{ como en (2). Hay dos parametrizac io^
k|lu, X i , X g | I
nés de -- - r   —  relativas a la secciôn s que son
(X^-X% u^-Xp
X,  " 2ut + t^ r X,  = -2ut + t^f . = z c -r c f A.
1 2 2 3 (II) {
( X_ = -2u t + ut + t V X„
Cl) 1 o o o V A. X ^  p 2 q
2 .%- ' "2 ~ t - ut + t
y que cor responden a las dos ramas de la curva genêrica. Ambas para m e^ 
trizac iones no son equimfiltiples y por lo tanto no se puede construit 
un desarrollo de H-N para 0 y no es pues equisingular ES3
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2. COMPARACION DE LAS DEFINICIONES DE EQUISINGULARIDAD
En esta secciôn vamos a comparer las très definiciones de equisin 
gularidad dadas. Debido a que cada una de ellas esta dada en diferen- 
tes hipôtesis las reduciremos, al compararlas, a hipotesis coraunes a 
las otras dos.
Veamos en primer lugar que la definiciôn de existencia de desarro^ 
llo de H-N ES3 implica las otras dos, cada una en sus condiciones 
particulares.
Proposiciôn 2.1. Sea |0, 0^, A, s| con A 6 C regular y s la uni.
ca secciôn singular, entonces si |0, 0^, A, s| es equisingular
ES3, a lo largo de s, es también equisingular ESI a lo largo 
de 8.
Demostraciôn.
Veamos que |0, 0^, A, s| verifica las condiciones de la defi­
niciôn ESI .
Sea D el desarrollo de H-N que admite |(), 0^, A, s|. Deno^ 
temos por ) $, X> A , s | su parametrizaciôn asociada, que es por taii 
to parametrizaciôn de 0. La parame.trizacion $ es equimultiple, 
pues proviens de un desarrollo de H-N y por tanto su transformaciôn 
monoidal a lo largo de s se puede hallar a partir de * (II-2).
(i) Sea el ideal p = (X^-mi, . . . , 0 el que détermina s, en
tonces Blp(O) —--»■ Spec (0) es finito y existe un unico transform^
do monoidal.
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En efecto;
Segun vimos en (II-2.8) solo hay un transformado monoidal, que
con + Cker 4») , Xj parâmetro tran^
IX, X
versai de $. Este transformado es a su vez la deformaciôn asociada
1 ^2""'2 
a la parametrizaciôn de $ {4>j-mj , ^ , . . . , ^ } , transfo_r
mada cuadrâtica de $ (II-2.3). 4>^ es la parametrizaciôn que deter^
mina transformado monoidal del desarrollo de H-N, D segun vi­
mos en (II-2.10), (11-2,11).
ïï : Blp(O) --- ► Spec (0) es finito ya que Bl^(0) =
N |X X
W  Spec (0 —  —
i»l ' i i
I 2 N
), siendo Spec 0 | ~  ~  -*• Spec (0)
' * 1  * 1 I
finito por serlo 0 *--- ^ , . . . , ~ {  , y para i f 1 también se
' r ,  *Niverifica,dada la relaciôn que existe entre Spec (Oj—  ,...,  I) y
l*i *il
I X X I
Spec (0 ) (II-2).
1*1 *1'
(ii) Consideremos el ideal p| = (xJ, . . .,x^)Oj, con xJ = x^,
» * •X, •» — -, que es primo ya que A es dominio de integridad y1 Xj
(?l ~ A I I x^ I I I Xg , . . . , x^ I , segun se ve en la demostraciôn de la prop£
siciôn (11-2 .2), y yace sobre p pues pOj ~ *i^l* P)» y Dj
estan en las mismas hipôtesis que 0, p , <t> y D y por tanto induc t^ 
vamente llegamos a Pi_i» ®i_l X se verifica (ii) de la
definiciôn ESI.
(iv) Oj. es regular si 4>*' es de multiplicidad 1, es decir, si 
r es tal que el desarrollo viene dado por su ultima fila
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Z “ y A . z , donde v(z ) = 1 (11-2,10). En este caso, $
2
es tal que existe s, s=l,...,N, con » Bjt + a^t + .....
unidad en A, de lo que se deduce que 0^ * A||t||.
(iii) Si (?£ no es regular entonces tiene multiplicidad di^
tinta de 1 y es singular en = (xJ» • • • ,x^)0 ,^ ya que la cu£
va genêrica a lo largo de es singular segun se deduce de la par£
metrizaciôn
(iv) Sea 0^ % A||t|| regular. La imagen de p por
... es p A| I 11 I = Xj A| | 11 |. donde Xj = a^t" +............
con aI unidad de A, ya que $ es equimultiple. Luego 
Alltll
/*! A|It|I
A.
Proposicion 2.2. Sea |0, A, s| con A 6 C dominio de integri­
dad, s la unica secciôn singular, entonces si |0» û^$ A, s| es 
equisingular ES3 a lo largo de s, es tambiên equisingular ES2.
Demostraciôn.
Supongamos que |0, 0^, A, sj verifica ES3, vamos a comprobar
que verifica las condiciones de ES2.
(i) La curva genêrica a lo largo de la secciôn s dada por el
ideal p, " (0^) ®k(p) ^(p) es dominio de integridad. En efec­
to :
0 admite una parametrizaciôn $, dada por su desarrollo, y por 
tanto Ojj no tiene elementos nilpotentes (1-4.6). Una de las ramas
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0^ viene dada por (1-4,6) y, ya que 4> es equimultiple, 0^
debe tener una sola rama. En efecto;
Si tuviera dos ramas, la multiplicidad de la curva genêrica 0^ 
serra mayor que la de la especîfica y es to esta en contradiccion
con la semicontinuidad de la multiplicidad de 0 a lo largo de la su^ 
variedad dada por p (]17| 2 .1).
(ii) La curva genêrica 0^ admite como desarrollo el de , ob
tenido, por la extension de la parametrizaciôn, y de (1-3.4) se de­
duce que E(O^) = E(Oy).
Proposicion 2.3. Sea \0, 0^, A, s|, con A G G regular y s la 
Cnica secciôn singular, tal que es equisingular ESI, entonces 
\0, 0^, A, s I es equisingular ES3.
Demostraciôn.
Supongamos que se verifica la definiciôn.de ESI para 
10, Oq, a, s I, entonces construiremos un desarrollo de H-N para 0
relative a la secciôn s con lo que se verificara ES3.
(i) Veamos que 0 admite una parametrizaciôn relative a la sec_ 
ciôn s. En efecto:
Sea m el ideal maximal de 0, p = (Xj , . . . , X^ )^ 0 el ideal que
define la secciôn s,
Xj ; Blp(O) ---- »• Spec (0) es finito y ademâs (m) = (m^ ) ,
puesto que si hubiese mâs de un punto cerrado, 0^ serîa reducible.
Sea Xj G 0 tal que 6 Spec (0
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), se verifica
"l|spec ( 0 | ^ .... ^
1*1 *1
es finito, luego (7 «---
1 *1  
1*2 *N
\ ; Spec col” , . . . , ”
} 1*1 * 1
)  Spec 0
*7 *n I 1*9 *m I
—  , « «, — I es finito y 0 1—  » • • • » —
*1 * 1 1 1*1 *1 I
I Xo  X
mas condiciones que 0 y p , y por tanto ^2 ~ ^1
contiens a un solo maximal m. por tanto es local y complète ( |3 4 |
* y  X I
p â g . 276), y asî 0, ~ ((Bl (0)) )'' ~ 0 -—  , . . . , ——  .
1 p mj *1 I
Por verificarse ESI, si consideramos en 0^ un ideal primo 
Pi = (Xj,...,x^)Oi que yazca sobre p, 0^ y p^ verif ican las mi£
' X *  I2 *N
1 •
Obtenemos pues una cadena 0 C  Oj C  ... C  0^ donde cada Oj es 
local, complète y finito sobre 0£_j, y Oj. es regular, local, com­
plete y finito sobre 0.
Veamos que 0  ^ = A||t|| con lo quai tendrîamos una parametriza­
ciôn para 0 . En efecto:
Tenemos que A *• k | | Uj , . . . , u^ | | , 0 •> — , como 0^ es una
curva, — ^  *< Op es de dimensiôn 1, y como Xj es no divisor de C£
ro en 0^, xj no es divisor de cero en 0, y por tanto
{uj,;..,Ug,Xj} es un sistema de parâmetros de 0. Segun (|34| pag,
293) la extension k||u^,..•,u^,xj|| C  0 es finita, es decir, 0 es 
finito sobre A||x^||. Por tanto, 0^ es finito sobre A||x^|| y 
su dimensiôn es s+1 , 0^ . es pues un anillo local regular y complete 
de dimensiôn s+1 y A C  0^ y, de estas dos ôltimas condiciones dedu­
cimos que Oj. = A I I t I I .
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Tenemos 0 '--- *■ A | | t | | , x ^ 6 A | | 11 | con i=l,...,N. Eji
tonces $ = {4>i , . . . , 1 es una parametrizaciôn de \0, 0^, A, sj.
En efecto:
Bas ta ver que si 0 ~ — - y 0^ ” el siguiente dia­
grams de sucesiones exactes es conmutativo
0 r  A||X||   - ■ > A||t||
1 1 1
0  k| |X| I ---   ^ kljtjl
donde 4>, % son los morf ismos definidos mediante las parame tr izac i£
nés $ de 0 y X 0^, respectivamente.
(ii) Vamos a construir un desarrollo de H-N para |0, 0^, A, sj,
a partir de la parametrizaciôn 4> obtenida para 0,
IX.
El extendido de p es pOj = (x^ , . . . ,X;^ ) 0 » • • • »  ^
1*2 *NI
“ *1 ^|x~ *•••» 7 ” !■ Eor otra parte, como 0 ~ 0 1 |x^ j j j Xg,..,x^|
(II-2.1), es 0. ~ AI j X. j j ,...,.^1 y pO. = x.(Ajjxjj
JL i 1 1 i j 1
X . r .
Sea la imagen de —  en A||t|j m! + a. t ^ +... donde
I  ^  ^ X .
m^ i 6 A, tomamos el ideal p^ = (x j .x^, . . . ,x^ )(?l donde x^ = —  - m^ 
para i 1 , que es primo pues y A son dominios de integridad,
y ademâs Pj f) 0 ■* p. Tenemos pues
m^ x^ + x^ Xj
*N = ”>N *1 + *N *1
que nos da la primera columna del desarrollo de H-N de 0,
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Seguimos el mismo proceso para y Pj y obtenemos uno de
los dos siguientes casos:
a) 0, 1 X. , entonces hacemos Pg ** (x^ , Xg ,
x")0- con x'.' = ~  - m'.' donde la imagen de —  en All til N Z  i x j - i  Xj iiii
®i Ies mV + b^ t +... con m^ 6 A. Tenemos entonces:
Xg = mg x^ + mg x^ + Xg Xj
m „  X, +  m „  X, +  x „  XN
b) 0, , entonces hacemos Pg = (xJjX^,..
t " \ ' 1  " i •' . /, . '
. . . .  X  . , . . . ,Xjj) Ug , cop X j  = ^  -  m j  , X .  = ^  - m ^  con ifl, j
j j
*1 * 1  Bl
y donde las imâgenes de — r en A ||11 | son mj + c^ t +...
gi 
y m” + c^  ^ t +. . . respectivamente, con mj ,m^ 6 A. Tenemos entojn 
ces :
Xg = mg Xj + Xg Xj
*N ” '"N *1 *N *1
t t , , IXj = mg Xj + Xj Xj
*2 -  ” 2 * j  + *2 " j
■ "n 'j *N *j
Continuando el proceso vamos obteniendo un desarrollo de H-N para 0. 
Vamos a determinar cuales serân las ultimas filas del desarrollo: 
Sea Pj._i *= (y  y N ^ ^ r - l ’ visto que
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= «r-l
11
yi yi
y! *= — 1 - n. + a.t con a. unidad de A y n. G A. Por tan
J yjL 3 J J J -
to las ultimas filas del desarrollo segCn se desprende de su construe 
ciôn (0-6) serân:
yi j .  ' j
■  J l  ° "  "j
A #
'j
‘Ni yj
(iii) El conj unto de las expresiones obtenidas es un desarrollo de 
H-N para 0. Para comprobarlo veamos que su mat r iz asociada cumple 
la definiciôn (1-3.1). En efecto:
Sea el desarrollo D hallado en (ii) 
Y = A„1 *1 *0h "ï + ^1
—  "  1 "  1 
Zi ■= Ajj Zj +...+ A jij Zj + Zg zj
Los elementos Xj,zj,...,Zg son series de A||t||, x^ = a^t" +
+ an+1
jni
ni nl + l
3"!
a„, a.„ unidades en A||t|| ya que
i t " + «jn.+l t  ^ con
—  7 4*-
Al I t i l  , ,  ,
(a) Por hipotesis (— - | j— j j) « A y como 0  ^ ~ A||t|| y 
Pj 0^ = Xj 0 ^, se sigue que es unidad en A y
Xj = t"(a^ + +...), con (a^ + t +...) unidad en A||t||.
Esto nos dice ademas que $ es equimultiple pues o(x^) ^ o(x^) y 
a^ es unidad, y (zambien que , . . . ,  ^ son equimultiples.
X. .
(b) For hipotesis —  = Cg t® + t® +... 6 A||t|| luego
a = c . a, . y por tanto a, es unidad en A. Analogamente es-
« "■’1 h + h -1 ’"1 ■
to nos dice que $ , son equimultiples.
Siguiendo el proceso ®jnl unidad para todo j y es
equimultiple para todo g .
Cada elemento détermina que fila de la mat riz del
desarrollo esta mar cada en cada caja. El primer elemento a j f 0, 
después del 1 en la fila marcada j de la caja es unidad ya que
Zg = z ^ ... z . («jk ^i+1 y los coeficientes de
g+2
los termines de menor grado de Zg »Zg^j * • • • » z , z como series en
A I I 11 I, son unidades, por lo visto anteriormente, y por tanto a^ ^
es unidad en A.
La sucesiôn de numéros determinada por el desarrollo D; 
n, nj,...,n^ = 1 (II-3.1) corresponde a la sucesiôn de muItiplicida^
des de una curva alabeada, ya que por construcciôn corresponde a la 
sucesiôn de multiplicidades de 0^ 6 0^» pues la sucesiôn de tran^
formados monoidales , . . , , son equimôltiples.
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Nota 2.4. Memos probado que ESI = >  ES2. Respecte del recîproco he^  
mos de indicar lo siguiente:
Sea j(7, 0^, A, s| verificando ES2, con A regular y s la 
unica seccion singular, suponemos ademas que la caracterxstica del 
cuerpo base es 0. Por hipotesis 0^ y Oy son irreducibles, y 
e(Og) = e(Oy) luego eCO^) = eCO) ** e(Oy) (|17| 2 .1) por tanto si 
p es el ideal de s, ~ s A es regular y 0 es equimultiple a lo 
largo de p.
Al construîr la transformacîôn monoidal de 0 con centre p la 
equimultiplicidad reporta las ventaj as que veremos a continuacion.
(i) Si TT : Blp(O) --- + Spec 0 es la transfer ma ciôn monoidal, se
verifies que n es finito. (|l4|, proposiciôn 1).
(ii) Existe un solo ideal maximal m^ de 81^(0) que yace sobre m. 
En efecto:
0 equimultiple a lo largo de p implîca que si A** k| |uj ,... ,u^ | j, 
el morfismo
Gr (0)
♦ : G7p«lT »  » Cr.(O)
tiene como nucleo un ideal niIpo ten te (1141 Teorema .3). (Si en vez 
de equimultiplicidad existe platitud normal, el morfismo es isomorfi^ 
mo) .
Gr (0)
De esto deducimos que dim Gr^ (0) = dim —--^ 9 kluj,...,u^|
y puesto que dim Gr^(O) = dim 0 « dim A+1 = s+1 , se tiene que la dimen- 
Gr (0) 
m ^  Gr^CO)
— 7 6 —
Gr (0)
Luego la fibra del cono normal Gr (()) en el origen,  prC TTT
P ""a P G-'
es un conj unto de rectas. Ahora bien, el cono tangente a 0^, que es
denso en dicha fibra, consta de una recta solamente, y asî la fibra del
cono normal es tambiên una recta, y hay un solo ideal en B1 (O)
P
que yazca sobre m.
(iii) Existe un solo primo pj que yace sobre p, pues la transfor 
maciôn cuadrâtica de la curva genêrica es uriica (Il-l.il).
Asî en una primera transformaciôn monoidal vemos que se verifican 
las condiciones de la definiciôn ESI, pero en una segunda transforma- 
ciôn no podemos, en principio, asegurar lo mismo.
La condiciôn de finitud del morfismo tt es. équivalente a la 
equimultiplicidad (|ï4| teorema .3) y para garantizar esta solo con-
taraos en la segunda t r ans f ormac ion : Bl^ (0%)  Spec con
que su curva generica (0%)y , que es isomorfa a la transformada cu^ 
dr at ica de (?„ (II-l.ll), es tal que e(Oj)y = eCOo)^» donde
es la trans formada cuadrâtica de Oy* Pero, en general, no podemos
garantizar que la fibra especîfica de Spec Oj  Spec A sea precj^
samente (0^) ^ , pues segun se deduce del morfismo (ji de (ii) pueden
aparecer elementos nilpotentes sobre la fibra en m . Esto no sucede- 
rîa si la deformaciôn fuese normalmente plana a lo largo de p, pues
en ese caso (j> serîa isomorf ismo.
Si 0 es intersecciôn compléta estricta a lo largo de p, en-
tonces Hermann y Orbanz |I4 | demuestran que 0 es normalmente plana
a lo largo de p y, por lo tanto, en ese caso no sucederîa lo ante­
rior. Sin embargo, se necesitarîa que esta condiciôn fuese astable
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por transformaciones monoidales y los autores demuestran que no lo 
es y que desconocen por el momento bajo que condiciones lo serîa.
No hemos podido encontrar un contraejemplo de ES2 ==> ESI debi- 
do a la dificultad de encontrar familias de curvas que presenten ni^ 
potentes en la segunda transf ormaciôn ; y puesto que si existe una pa^  
rametrizaciôn para la familia, existe résolueiôn y ES2 =» ESI 
(IV-2.2), los pos ib les contrae j eraplos se han de buscar usando ecuacio^ 
nés impiîcitas, que son casi imposibles de manejar. De todos modos, 
nuestra conjetura es ES2 ESI.
b i b u i o t e c a
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CAriTULQ IV 
DEFORMACIOH VERSAL EQUIS INCULAR
El objetivo de este capîtulo es estudiar la existencia de una de^  
formaciôn versai equisingnlar de una curva algebroide irreducible Oq- 
En el caso de curvas planas ha y diverses crîterîos debidos a Wahl 
I331, Nobile |231 y Campillo |lO| todos ellos équivalentes pero que 
no son valido a cuando la dimension de inmersiôn es superior a 2 , pue^ 
to que en este caso se presentan sérias dificultades al no co inc id i r 
las parametrizaciones de las deformaqiones con las deformaciones de 
las parametrizaciones.
El capîtulo esta dividido en 2 secciones. En la primera de ellas 
construimos por un proceso inductivo un functor de deformaciones de 
una parametrizaciôn equisingulares ES3 y probamos que es prorreprese_n 
table y liso.
En la segunda encontramos un représentante del mismo, construyeii 
do una deformaciôn de una parametrizaciôn equis ingula r ES 3 miniversal. 
Para ello nos basamos en la construcciôn de un desarrollo de H-N min^ 
vers al.
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1. . EXISTENCIA DE DEFORMACIOH UNIVERSAL EQUISINGULAR
En esta seccion introduciremos, en primer lugar, las notaciones 
y criterios de prorrepresen t ab il idad de Schlessinger | 2 6 | , para des_ 
pues apiicarlos a probar la prorrepresentabilidad del functor. ES de 
deformaciones equisingulares de una parametrizaciôn de una rama de 
curva alabeada 0^. Hemos tenido especial cuidado en hacer constar 
la diferencia entre deformaciones de la parametrizaciôn y deformacio^ 
nés de la curva, anadiendo en cada caso notas que précisas el compoi^ 
tamiento de los functores construidos cuando en vez de considerarlos 
con valores en la categorîa de deformaciones de una parametrizaciôn 
de Oy, los tomamos con valores en la categorîa de deformaciones de
Nota 1.1. Expondremos brevemente algunas definiciones y resultados en 
deformaciones sobre la categorîa C de k-âlgebras locales artinia- 
nas y complétas, y cuyos morfismos son los bomomorfismos de k-âlgebras 
locales I 26| , | 32) .
1.1.1. Sea C la c a t e g o r î a  de k - â l g e b r a s  loc a l e s  n o e t h e r i a n o s  y corn
pie t a s , y cu yos  m o r f i s m o s  son los de k - â l g e b r a s .  C *---- »- C h a c e  a C
subcategorîa compléta de C. Por otra parte si R 6 C y m^ es el 
ideal maximal de R, R/m^ G C para todo n 6 N; este hecho ind ica
qu e en c i e r t a  fo rma la i n m e r s i ô n  C *---- *■ C es u n a  r e t r a c c i ô n .  Si
F : C ----  ( ( c onjuntos) ) es un f u nctor, (pode mos  tomar en vez de
((conjuntos)) una categorîa cualquiera) podemos extender F a  t por 
F (R) *= 1 im F (R/m^) . F extiende F en el sentido de que el diagra-
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C --------  ^ C
F , -y
((conjuntos))
es conmutativo.
Si R 6 C, sea como es habituai hj^  : C --- >■ ((conjuntos)) el
morfismo definido por h^(A) = Hom^(R,A), se verifies que F(R) =
= Hort(hg,F).
Diremos que (R,g) con Ç 6 F(R) prorrepresenta a F si el
morfismo h^  ^ -*• F inducido por Ç es un isomorf ismo. En este caso d^
remos tambiên que F es prorrepresentable o universal.
Obsërvese que si F es prorrepresentado por (R,Ç), ^ es re- 
presentado por (R.Ç).
Diremos que F es miniversal si existe un morfismo de functores
hg --► F tal que:
(i) Si p : A' A es suprayectiva h^(A' ) -— ■+ h^(A) x^ F(A ' ) 
es suprayectiva.
Diremos que F es versai (o semiuniversal) si es miniversal y
ademas verifica :
(ii) hg (k| E I ) = F(k|ej), donde k|e| *• k|x|/(X^). Llamaremos 
a F(kIEI) el espacio tangente a F.
1.1.2. Schlessinger da en |261 unos criterios para caracterizar los 
functores prorrepresentables y versales que consiste en lo siguiente. 
Si pj : A' A, Pg : A" A son morfismos en C, existe una apl^ 
cacion natural (a) : F(A’ x^ A") --- *■ F(A') x ^ F ( A " ) ,  donde
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A* A" es el anillo de C formado por los pares (a',a”) con
a' G A', a" 6 A" tales que pj(a') = p^(a") y definidas la suma y 
el producto en coordenadas.
Cons ideramos las condiciones siguientes sobre F;
(Hj) Si p^ : A' + A es pequeno (es decir, si pj suprayectivo 
y (ker pj^ ) principal), entonces (a) es suprayectiva.
(H ) Si A = k, y A' = k|e|, entonces (a) es biyeccion.
(Hj) El espacio tangente F Ck | e | ) es un espacio vectorial de di^  
mens ion f ini ta.
(H^) Si pj : A' A es pequeno, entonces (a) es una biyec­
cion .
Diremos que:
(i) F es liso si Pj : A' -> A suprayectiva implica que 
F(A') — t*- F (A) es suprayectiva.
(ii) F tiene una buena teoria de deformaciôn si F sat isface 
(Hj) y (Hg).
(iii) F tiene una muy buena teoria de deformaciôn si 
F verifies (H^), (H^) y (H^)
1.1.3. Si F es un functor tal que F (k) es un solo elemento, 2 
es versai si y sôlo si se verifies (Hj), (Hg) y (Hg), y F es pro- 
frepresentable si y sôlo si se verifies ( )  , CH2) , (H^) y (H^ jT.
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Notaciones 1,2.
Dada la c.urva algebroide irreducible 0^ se pueden considerar 
las siguientes categorias de deformaciones de 0 ^
1.2.1. L cuyos objetos son las deformaciones |0» 0^, A| , con
A € C y cu yos m o r f i s m o s  son los de d e f o r m a c i o n e s  tal co m o  se d e f i n e n
en (1-1 .2 .2) .
1.2.2. H cuyos objetos son las deformaciones de una parametrizaciôn
X de 0^, 14», X, a | con A G C, y cuyos morfismos son los de sus
déformaclones asociadas.
1.2.3. ijj cuyos objetos son las d ef orma c iones de 0^ que admiten p^
rametrizaciôn, es decir, es la intersecciôn de H y L .
1.2.4. En esta secciôn estudiaremos exclusivamente la categorîa H 
que es en la que se puede probar la existencia de una def ormaciôn un^ 
versai. En la prôxima secciôn, y en el caso de câlculos efectivos, 
consideraremos un cuarto t ipo de deformaciones, las de H-N.
Nota 1.3. Consideraremos dos functores de la categorîa C en las c^ 
tegorîas ((conjuntos)) y ((grupos)) definidos de la siguiente for­
ma :
(i) Sea 0^ una curva algebroide irreducible que admite como 
parametrizaciôn a X = { »  . . . , :
Para todo A 6 C definimos H(A) - (|$, X, A| G H). H es un 
functor con imâgenes en (.(conjuntos)) que recibe el nombre de func­
tor de las deformaciones de la parametrizaciôn X de la curva 0 ^ .
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Denotaremos a los elementos [<!), X» A | G H(A) por $ ya que % X 
A son f ij os.
El caracter functorial de H résulta de lo siguiente:
Sean p G Hom^(A',A), 14»' , X» A ’| 6 H(A’) con
y = J a, t^, a! 6 A' entonces def inimos
i^o  ^ ^
p* : H(A’)  ► H(A) por p* ($' ) = $ donde , . . . , } y
$. =  ^p(a*.)t^ (por ser p homomorf ismo de k-âlgebras es
 ^ i>o ^
res ($.) = res ($I) = p.).
Si restringimos H a  H Cl L es decir para todo A G C, H ( A) 
es el morfismo de deformaciones de 0^ que admiten parametrizaciôn, 
el morfismo p* lleva la deformacion asociada a sobre la defor­
maciôn asociada a pues el diagrama
A||X||  A||t||
I
A’ Mil I ------------  ► A- I
A"Mil I aMsII
es conmutativo e induce un morfismo $* ; O' * 71--- tT\ 0 -  ------ -— ,
ti^ er 9 ) (ker 9)
es decir, si llaraamos Hp a la correspondencia definida sobre la ca- 
tegoria C, ffp(A) = {Deformaciones de 0^ sobre A que admiten pa­
rametrizaciôn}, entonces es tambiên un functor.
(ii) El segundo functor de C en ((grupos)) se define asî:
G (A) = {(p 6 Aut^ A I IX I I tales que
4'/k I I X I I = ^k I |x I I Gbviamente G (A) es un grupo
y G es un functor.
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Veremos mas adelante que.Jos functores H y G tienen una muy 
buena teoria de deformaciôn y son lisos, que G actôa sobre H y 
el functor cociente H de H por la ac c iôn natural de G es versai
y liso.
Proposiciôn 1.4. H verifies (H^), (Hg), (H^) y es liso.
Demostraciôn.
(i) (a) : H (A ' A")---- »■ H(A' ) H(A") esta def inida como
sigue:
Sea $ 6 H(A* x. A"), $. =  ^ (b*,c.)t^, j=l,...,N,
* J i>o
(bijCf) G A ’ x^ A", entonces aC$) = ,$"), donde
<!>: = I h. t \  = I c t^ y ($%*") G H(A’) x . H (A") ya
J i>o J i>o
que como (b^ . ) = p^Cc^), entonces P*C^j) = ^2  ^'
Veamos que la aplicaciôn (a) es biyectiva y, por tanto, veri­
fies (H^) y (H^) . En efecto:
(a) es suprayectivo, dada (4>',4>") G II(A') x^ H (A") con
$', = y b. t^ = Zc.t^, b . G A ' , c . G A "  défini
3 i^o  ^ J i>o 1 1 1  -
mos, para todo j=l,...,N, ^ (b£,C£>t^, y
i^o
9 G H(A* x^ A") ya que Pj(b^) «= pg (c por ser
1 -  > = p;pt($') = pt($") (a) es évidentemente inyectivo
(ii) Si suponemos Pj^ : A ’ -*■ A, suprayectivo, entonces 
p* : H(A') -- ► H(A) lo es tambiên, por construcciôn, y H es liso.
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Proposiciôn 1.5. El espacio tangente H(k|e|) es un espacio vecto­
rial sobre k.
Demo s trac iôn.
En general puede verse en (1.3 |32|), En este caso
H(k|e|) = + e | «= (  ^, . . . , } , * = {4»^  , . . . ,
,*g € k I 111 I }
se puede considerar como espacio vectorial sobre k de base {V j } 
con j = l,...,N, i=o,...,«n siendo V^j = t ^ , ya que para todo j
= <J*j + E ((;j depende solamente de ifij .
Notas 1.6.
1.6.1. G satisface (Hj), (Ng), (H^) y es liso. El espacio tangente
a G es G(kIEI) = Der^ (k||X[j,...,k ]|X||).
Demostraciôn. (|32|, 1.3.1).
1.6.2. Los elementos de G(A) son de la forma siguiente;
Dado a G G(A), O : A| |x| |  v A||x| |, donde o(Xj) = +
+ ajXj + g(X) con a^ G A, a ^ unidad en A y g(X) = b^X^ +..
. . .+ b jXj +...+ bj^ Xjj + g'(X), con o(g') 2 2.
Nota 1.7. G actua sobre H mediante un morfismo
G X H ---  ^H definido por la aplicaciôn G (A) x H ( A) — — *■ H (A)
que asocia a (a,$) la deformac iôn ($ o o). Denotamos por H, el 
cociente de H por la acciôn de G, entonces dado 9 G H(A):
$ ' 6 ^ si y sôlo si existe CT G G (A) , o : A||x||  A | | X | |
— 8 6  —
que induce la identidad en kllîçll y tal que = $C7, es decir, si
y solo si las def ormaciones 0 ~ y 0 ' “(]^ér~i' ) équi­
valentes i
Proposiciôn 1.8. H tiene una muy buena teorîa de deformaciôn y es 
liso.
Demostraciôn.
(i) H satisface (H^), (Hg) y es liso, ya que H los satisface 
y G tambiên, junto con (H^) (|32|, 1,1.6).
(ii) H verifies (H^), es decir (a) biyectiva. En efecto:
a) (a) es suprayectiva pues se verifies (H^)
b) Comprobemos que (a) es inyectiva cuando es peque-
na.
Sean $, i); G H (A' A") , taies que (et) (i|>) = ('j<',<|>"), (a) (^) =
= ($',$"), y ($' ,$") = (<!>',(j)"), entonces existen CT* G G ( A) ,
o" G G(A") con $ ' = ij;' O ' ,
Sean P'(Xj) = b^ + bj + g^(X), a”(X^) = c^ + c^ X^ + gg(X);
asociamos a p', o" un elemento a definido para todo j=l,,..,N
por o(Xj) = (b^,c^) + (b^,Cj) Xj + (gj(X), gg(X)).
Por definiciôn de 0 se verifies que $ = fO, luego para que
$ = ip basta con comprobar que c G G (A ' x^ A").
Como G verifies (H^) para comprobar que a 6 G (A ' A") ba^
ta probar que (a'.p") G G(A*) ’'q (a ) G(A") , es decir, que p*(a') *=
= p2(p") G G(A). Vamos a comprobar esto dltimo.
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Por definiciôn p* ( $ ' ) = Pg ( ^ " ) = P g ( V' " o") = p^ (ij/") Pg (p " ) , 
y P*(4>') = p*(t)^ ’ o') = Pj(ij;') pj(ff'), donde para cada j = l,...,N, 
es p*(a')(Xj) = p^ (b^) + p^(bj)Xj + PjCgj^(X)) y
p2(o") (Xj ) = pg (c^) + P2 (^1 + Pg (^ 2^ (X) ) entonces
(I) p* (i|/ ) (p* (a' ) (Xj ) ) = p^ (b^) + pjCbj) . y a. t^ +
(II) pgC'j;") (pgCP") “ p2(Cy) + p2 (c^) • ï  t^ +
i>o
con z. = pj(4)’) = p^ Cip") = Hj G AI I t I I y n “ ( H j  n,^) de for-
maciôn de la parametrizaciôn X-
Como (I) y (II) coinciden como series en A||t|| se deduce que 
Pi (by) = p2(Cy) , Pi(bi) = p2<Cj) y p* (g ^ (z^ , . . . , z^ )^ ) - 
- Pg (g2 (^1 ..... ) 6 (ker D) y como, por definiciôn,
p* (81 (z 1. • • * .Zg) ) - P2^^2^^1 ' ' " ' + m^ 0 = 0 donde
0 * ^ keT^ n) y (ker t(/) PI = 0, entonces P* ( g ' ( z 1 , • . • . Zjj) ) =
~ p2(g (z^.....z^)).
Proposiciôn 1.9. H (k | c | ) es espacio vectorial de dimension finita so^  
bre k, es decir H verifies (H^).
Demostraciôn.
Sea c el orden del conductor de 0^, sea $ 6 H(k|ej), con 
= <j)j + E , donde 6 k | | 11 | . Entonces, una base de H(k|e|)
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es {V } i=l,...,c-l, j =0 , . . . , N con = t . En efecto :
(i) *= e Çj = c(a^ + t +...+ a^_i t^~^) + e n^(t), con
ô (n j ( t ) ) > c . Sea i(,j = - G Dj y formemos la def ormaciôn »|> con
t() = {(I»! ♦ • • ' • Vamos a comprobar que i}j = 9. Para todo j ,
j=l,...,N, nj(t) 6 t^ k||t||, y por ser c el conductor de
klIxlI
0 w   existe Z, = g . (X) 6 kjjxjj, con z . = Z . + I talo I J 3 —  I i-i I > 3 3 0
que (})(z.) = T)j (1)
Sea 0 6 G(k| ej ) c o n s t i t u i d o  por 0( X^)  = X^ - G g j ( X ) » ^
rifica que >^0 (X^) = G , . . . , = ’J’j + E n j - G g ^ ^ ......... -
- G^( ) = (ffj , como G^ = 0 ,y tenemos que IjJ =
(ii) Deducimos de (i) que, en este caso, es H (k | G | ) ={(() + G (p j 6 
6 kj jtj I con 0 (if)j ) < c} y por tanto la base def inida en la proposjl 
ciôn 1.5 queda reducida, en este caso, a ( v } , con v^j = t ^ 
i=0,...,c-l, j=l,...,N.
Corolario 1.10. El morfismo H es prorrepresentable y liso.
Nota 1.11. En orden a probar la existencia de la deformaciôn univer­
sal de 0^, précisâmes refinar los functores anteriores, considérait 
do las deformaciones de parametrizaciones equimultiples en la forma 
en que las hemos definidos en (1-4.9).
Construimos un functor de C en la categorîa de conjuntos por: 
para todo A 6 C (A) = ( | $, X. A, sj | | $, X. A| G H y es equimûl^
tiple a lo largo de su secc iôn natural s), a E le llamaremos fune-
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tor de deformaciones equimultiples de la parametrizaciôn X de 0 .^
El functor E actua en los morfismos de C como sigue. Dada
pj : A ' ->■ A la aplicaciôn p ^ : E (A ’ ) -*■ E ( A) es la restriccion a E
de la definida para H. En efecto:
Sea I $', X» A', s'| 6 E(A'). Si la multiplicidad de ^ es 
e(X) = n existe un Indice entre que supondremos 1, tal
que para j f 1, 0 ($! - mj) ^ n y = m^ + a ^ t" + a^t"^^ +....,
donde a| G A* es unidad. La imagen de por
P *  : E(A')   '*■ E(A) es una def ormaciôn | $ ,  y. A, s j’ definida por
$ . = P* ($ ! ) = P* ( y a! t^) = ' y p. (a. ) t^, y por ser p. homomo_r
J ‘ J  ^ i^o  ^ i>^ o  ^ ^
f ismo de k-âlgebras, es equimultiple.
Proposiciôn 1.12. E tiene una muy buena teorîa de deformaciôn y es 
liso.
Demostraciôn.
En vista de como actua p *, se puede comprobar que E verifies 
en este caso (Hj), (H^) , (H^) y aderoâs es liso, anâlogamente a como
lo hicimos para H.
Notas 1.13.
1.13.1. La acciôn de G sobre H induce una actuaciôn functorial 
sobre E definida por 0 1 $, X» A , sj = | $0, X» A, 8 0~M puesto que 
la secciôn s0  ^ es equimultiple para la deformaciôn $0.
1.13.2. Como indicamos al principio s es la secciôn natural asoci^ 
da a la deformaciôn. Denotemos a la secciôn trivial con T, se veri^
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f ica que existe un o G G(A) tal que ($0, x» A , T| es equimultiple.
En efecto: Sea s = (X^-m^,...,X^-m^)A||x||/(ker $) * entonces 
bas ta con tomar 0 : A | | )[ | | --- *■ a||îç1| definido por 0 (X ^ ) = X^-m^.
1.13.3. Consideremos el morfismo y E H que olvida la seccion
que asocia a | X « A , s |  *■ | $, X* a1- Dado que la secciôn s
esta asociada naturalmente a $ el morfismo y es inyectivo. Ademas 
la actuaciôn de G conmuta con y es decir el siguiente diagrama es 
conmutativo:
G X E ------------- E
y
Nota 1.14. Consideremos ahora el f unctor en C, E de las deformac io­
nes de una parametrizaciôn X equimultiple y con su transformado mo­
noidal a lo largo de la imagen de la secciôn natural equimultiple.
Sea I $, X* A, s | , denotemos a su transformado monoidal con ceii 
tro la imagen de s {11-2), por |b1^($), Xj» A, Bj). donde Xj es 
la transformada cuadrâtica de X» Bl^($) es la parametrizaciôn del 
transformado monoidal y s^ su secciôn natural.
Def inimos E^ asociando a cada A G C E^(A) •= { | $, X.A>s»Sii 
I 1$, X. A, 8 I 6 E(A) y |Bl^($), Xj. A, Sj| equimultiple}.
2Proposiciôn 1.15. El functor E tiene una muy buena teorîa de defo_r 
maciôn y es liso.
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Demo stracion.
(i) (a) : E^(A' A") E^(A’) X
E^(A)
E (A") es biyectiva
con lo que se verifies (Hj), (H^) y ) . En efecto, ' (a) es biy ec^
tiva para E luego para cada par Cj'î’’» X» A ' , s', sjj,
|î>", X» A", s". s" I ) 6 E^(A') X - E(A"), existe un unico
 ^ E^(A)
I , X» (A' Xy^  A"), s*| 6 E(A' x^ a"), vamos a comprobar que sucede 
lo mismo para las secciones s|, Sj.
Las deformaciones $', $" estan dadas por
$1 = raj +b^jt” + y con b^j unidad en A'
i>o
$ I = m! + y b .. t"^^, para j = 2,...,N, m' b .. 6 A '
3 J i>o ^
$'* = ml' + c ,t” + y c.,t"^^, con c . unidad en A' 
1 1 ol il oli>o
j = m\ + y c^j t"^^, para j=2,...,N, mV,c^j 6 A"
i>o
verificandose que si ; A' -»■ A, p^ : A" A entonces
Pf(bij) = pg(c . j) e A, pj(m^,) = Pg (m^ ) 6 A.
De lo anterior se deduce que se puede définir por
n+ 1fb£i,c^j;t
i>o
9
I = ("*1* '"l') + (b^^,c^i)t" + y ( i . .j)t’
*. «= (ml , m") + y (b..,c )t”^^, j = 2,...,N
J J J ■{ sn J J
Vamos a comprobar que para cada par de secciones (s|,Sj) de
elementos de E (A') x
E^(A)
E^(A") existe una Gnica seccion sf de
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( $* ) con G E(A' A") determinada por dicho par.
En efecto, sean , ($' ) = ij;* = {'j<| » • • • . » Bl^ C$" ) = ij)*'
= {’I'l, . . • .’I'JJ) . con
, <  - 4  j .  " u
T  + y b ti’'’ol /  il i>o
i. 3 = 2.....N}
*1 - ’"I ^ol + I (=11 Ci>o
y las secciones respectivas s^, s^ son
®1 ^^1* ^2 “ ^o2 ^ol ' "  ' '^N “ *’oN ^ol  ^ A||x||/(ker i|/’ )
®1 " ,Xg - c^2 1........ ~ ^oN '^ ol ^ A I I X I | / (ker ip )
De manera natural podemos construit ip* = Bl^^($) a partir de
Bl^,($') y B1^„($") y nos darâ una secciôn
s* = (X^,X2 - (b^2 byi. Cq2 , . . . ,X^ - (b^ j^  b^j , Cy^ c^J))a||x|1/
/ (ker ip*) que es unica por construcciôn. En vista de lo cual tenemos 
la deformaciôn | **, X.(A' A"), s*, s* | unica y (a) es biyectivo.
(ii) E^ es liso. En efecto:
Sea Pj : A ' ^ A suprayectivo,dado |$, x. A , s, s^| 6 E^(A) 
podemos construit trivialmente un elemento de E^(A*) que sea imagen 
de él por p*, y E^ es liso.
Notas 1.16.
1.16.1. Como antes existe una actuaciôn functorial de G en E^ y
podemos définir el functor cociente E^.
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1.16.2. Dada |<t, X» A, s, | 6 E^(A) existe un 0 6 G(A) tal que
0 1 $, X, A, s, Sj^ l ^ I $0, X» A, T; T | es decir se pueden trivializar
las dos secciones s, s^ a la vez. Para ello si consideraraos las no^
taciones anteriores basta tomar 0(Xj) •= Xj - , 0 (X ^ ) = X j -m^ -
- ^ôl =oj ^1’ j=2,...,N.
1.16.3. El morfismo y^ : E^ E que olvida la seccion es obviamen- 
te inyectivo. Ademas como en là nota 1.13.2 y g conmuta con la acciôn 
de G .
Nota 1.17. Definiremos ahora, induc t ivamen te, el functor E^ en C.
Supongamos definido E^, junto con el morfismo que olvida las seccio^
nés y^ E^ --- »- E^~^, para todo i, 1 ^  i < r. Entonces para todo
A € C, E^(A) = {|$, X. A, s^_^, s^l | |$, y. A, s^_J G y
IB1 ^  ^) , Xj.» 8j.| es equimultiple), donde x^ dénota la tran^
r— 1 .
f  ormada cuadrâtica r-êsima de x V la transf ormada monoidal
(r— l)-êsima a travës de las secciones s, Sj^,...,s^  ^.
Por analogîa al caso de curvas, llamaremos a los soportes de las 
secciones s^, (X^-m^ , . . . ,X^-m^) , los entornos infinitésimales de 4>.
Proposiciôn 1.18. El functor E*^  tiene una muy buena teorîa de defor­
maciôn y es liso para todo r.
Demostraciôn.
Por induce iôn en r, analogamente a como hicimos en E^.
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Nota 1.19. Anâlogamente a las notas 1.13 y 1.16 hay en este caso una 
actuaciôn functorial de G sôbre E^, podemos définir el cociente 
de E*^  por G, E^' , y el morfismo ! e '^ -*■ E*'  ^ que olvida la
seccion es inyectivo, conmutando con.la acciôn de G.
Sin embargo, si r > 2 no es posible trivializar simultâneameri 
te todas las secciones s , S j , . . . , s ^ .
Proposiciôn 1.20. Existe un entero r tal que, para todo entero 
.r+ii > o n y-t E*"  ^ + e ' es una biyecciôn
j®r+l^
Demo st raciôn.
En efecto el transformado monoidal j-ésimode $, es tal
que, res ($^) = Xj. siendo Xj el transformado cuadrâtico j-esimo
de X» (II-2). Ahora bien en un numéro finito r de pasos,
e(Xj,) = 1 (0-5), luego en r pasos tendrâ multiplicidad 1» y
sus sucesivos t r ans f o rmado s tambiên la tendrân. Pero si la multiplia
cidad de la parametrizaciôn es 1, 0 % —  ^^ ^   ^ - A | 11 | | y este re^
(ker 9^)
sultado es astable por transformaciones sucesivas.
Definiciôn 1.21. Llamaremos functor equisingular ES al functor E 
donde r es el mismo de la proposiciôn anterior.
Notas 1.22.
1.22.1. De lo anterior se tiene que ES tiene una muy buena teorîa 
de deformaciôn y es liso.
1.22.2. El morfismo que olvida las secciones y : ES H es inyec.
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tivo y la acciôn de G conmuta con dicho functor.
1.22.3. Diremos que j$, % « A| 6 H(A) es equisingular si pertenece 
a la imagen del morfismo y : ES(A) + H(A).
Sea el functor ES, cociente de ES por la acciôn de G, en­
tonces
Proposiciôn 1.23. El functor ES es prorrepresentable y liso. 
Demostraciôn.
y : ES + H es inyectivo y conmûta con la acciôn de G. Enton­
ces y : ES ->■ H es inyectivo, H es prorrepresentable y liso y ES
tiene una muy buena teorîa de deformaciôn entonces ES es prorrepre^ 
sen table y liso.
Nota 1.24. Podemos définir un functor similar al functor ES, pero 
considerando deformaciones que admitan parametrizaciôn en lugar de de 
formaciones de una parametrizaciôn, pero por el mismo camino que he­
mos seguido con ES no podemos garantizar que este nuevo functor sea 
prorrepresentable, pues en general una parametrizaciôn no détermina 
una deformaciôn. No obstante hemos visto que este functor es prorre­
presentable en la categorîa mas amplia H y no lo es en la L Ct H.
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2. CONSTRUCCION DE LA DEFORMACION MINIVERSAL EQUISINGULAR
En esta segunda secciôn hacetnos una construcciôn explicita de lun 
représentante del functor de deformaciones ES de una parametriza­
ciôn de 0^ '. La herramienta para esta construcciôn es el desarrollco 
de H-N, y la construcciôn se basa en ampliar el desarrollo de la 
curva Oy al de la curva genêrica mas general posible con la misma 
sucesiôn de multiplicidades que 0^. Lo cual se consigne ampliando 
la matriz del desarrollo de 0^, a una matriz tan amplia como la deel 
cierre de Arf de 0^ y sustituyendo ciertos elementos de dicha ma­
triz por indeterminadas de forma conveniente para que se mantenga Im 
sucesiôn de multiplicidades.
Notaciones 2.1. Sea 0^ una curva algebroide irreducible y denatemoos 
por X una parametrizaciôn de ella. Consideremos las siguientes catt^ 
gorîas de deformaciones:
2.1.1. Ljj cuyos objetos son las deformaciones \0, 0^, A, sj, corn
A 6 6 y taies que admiten un desarrollo de Hamburger-Noether (1-3,
5.3) es decir deformaciones equisingulares ES3, y cuyos morfismos
«
son los de deformaciones.
2.1.2. V cuyos objetos son los desarrollos de Hamburger-Noether
jO, 0^, AI con A 6 6, y morfismos los de sus def ormac iones asscia—  
das.
Las categorîas y V son subcategorîas de las categorias
L y H respect ivamente definidas en la secciôn anterior.
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2.1.3. La deformaciôn asociada a un desarrollo )D , Oy, A| 6 p no 
es en general una deformaciôn en el sentido en que la definimos en el 
capîtulo I, pues al igual que sucede con las deformaciones de una pa­
rametrizaciôn pueden aparecer, al hallar la fibra especîf ica, elemen­
tos nilpotentes, como muestra el siguiente ej emplo:
Sea el desarrollo |d. 0^* A| con A = k||u|| y D dado por
"2 ""1 1
X 3 - Xj Zg
3
2 “ “^1
4
1
uz
La parametrizaciôn asociada a D es $ = = t^, 9^ ~ t ^ ,
•= ut^}, que es la del e j emplo (1-2,2) que como ya vimos ver if ica 
que su deformaciôn asociada no es propiamente una deformaciôn.
2.1.4. Consideremos un functor HN, de C en la categorîa dé con­
juntos que asocia a cada A G C, HN(A) = {|D, 0^, A| G P). A dicho 
functor lo denominaremos functor de los desarrollos de Hamburger-Noe- 
ther. Los elementos de HN(A), |D, 0^, A|, los denotaremos por D,
ya que A y 0^ son fijos.
Dado un morfismo en C, p : A' -*■ A, la aplicaciôn 
p* : HN(A') -*• HN (A) se define como sigue: si D' G HN(A') tiene co­
mo matriz (a^^), p*(D*) es el desarrollo que tiene como matriz
(p(®£j)). Eor ser p homomorfismo de k-âlgebra, conserva las unida­
des y por tanto la matriz corresponde a un desarrollo D, que tiene 
como curva especîfica a 0^, es decir un elemento de HN(A). Ademas 
se verifies que la imagen de la parametrizaciôn asociada a D ' es la 
parametrizaciôn asociada a D. En efecto, sea *= , . . . , } la
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parametrizaciôn asociada a D', cada ^ b! t^ donde, por
^ i>o ^
construcciôn, cada b^ es sumas y produc tos en nômero finito de el£
mentos aIj de la matriz D. Anâlogamente 9 = , . . . , con
4>. = y b. t^ y, por construcciôn, p(bl) = b..
 ^ i^o X I
2.1.5. El functor G definido en la secciôn anterior actua sobre
HN. Denotaremos por HN al cociente de HN por la acciôn de G.
Se verifies que D ' 6 D con D 6 HN(A) si y sôlo si existe un
a 6 G(A) tal que D ' = DP es decir si y solo si los desarrollos
son équivalentes (1-3,5.1) es decir sus parametrizaciones asociadas 
lo son.
2.1.6. Cada desarrollo | D , (J^ , A| 6 P se puede elevar a un desarro^ 
llo ID', Oq , a *I 6 P, donde A' es regular. En efecto: Sea
A a» k I j u J , . • . , u J. I I/j entonces si A ' = k | | u^ , . . . , u^ | | , el liomomor-
fismo p : A' -> A es suprayectivo, y podemos considerar un desarro­
llo D ' que tenga como matriz (a 1j) tal que (p(a|j)) sea la ma­
triz de D, es decir su imagen por p* sea D.
No sucede lo mismo con las deformaciones que admit en desarrollos 
de H-N ya que el desarrollo elevaciôn del lado no nos détermina en 
general una deformaciôn, segun hemos visto en 2.1.3.
Proposiciôn 2.2. El functor HN coincide con el functor ES.
Demostraciôn.
(i) Consideremos el desarrollo |d, Qq * AI G HN(A). Vamos a corn
probar que la deformaciôn de la parametrizaciôn asociada |$, X» A| G
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G ES(A), definido en la secciôn anterior.
I $, X» AI es equimultiple (1-4.9). La transformada monoidal de
ID, 0^, a | nos da un desarrollo que tiene como para metrizacion
asociada » A|» con transformada monoidal de $ y x^
transformada cuadratica de x (11-2,2) y de la exprès ion de se
sigue que es equimultiple (11-2.2).
Estamos pues en un proceso inductive. Tenemos D , , .  . . , , . .  .
desarrollos de H-N y sus deformaciones asociadas , . . . , .
i i-1 itaies que D es el transformado monoidal de D , $ el transfojr
mado monoidal de \  y es equimultiple para todo i.
Veamos ahora que existe un s tal que es de multiplicidad
1 y por tante $ G ES(A). En efecto: de la expresion del desarrollo
de en funcion de D (11-2) se deduce que en un numéro finito
de pasos s, D® tiene como desarrollo Z =  ^ A . y su de_
^ l5i_<co f
t
formacion asociada es =
multiplicidad 1.
 ^ que tiene
" k L co
(ii) Sea una deformacion | X »  A| G ES(A), vamos a construir un 
desarrollo de H-N para $.
Sea para j=l,...,N, $. = m. + Z b .. t^, m.,b.. 6 A. La
 ^ J i>n a J
1 7 2"'"2 n "*"ntransformada monoidal de $ es $ = t$i-m,, *--- %----- )
i i ç j-m^ l""*!
(II-2.2), y su seccion natural tiene como soporte (X^.Xg -bg^ ^ïn’”
 X - b„ b,^). Un desarrollo de H-N para $ es el que tienen Nn In •
como matriz (a.j) la • siguiente:
La primera columna de (a.j) es
^Nn
- 1 0 0
el resto de
las columnas se obtienen de les soportes de las secciones naturales 
de , . . . , .  de manera anâloga a como hemcs obtenido la prime­
ra.
Como se deduce de lo anterior, cada columna de la matrix del de^  
sarrollo de H-N de $ nos determinara un punto infinitamente pro­
ximo de $ (1.18).
(iii) De (i) y (ii) se sigue de ES y HN coinciden, pues el que 
dos desarrollos de H-N sean équivalentes, équivale a que sus parame^ 
trizaciones lo sean, y esta es la equivalencia dada por el functor G.
La propos icion anterior nos dice que el functor HN de 0^ e s 
prorrepresentable y liso. Pero aunque tenemos asegurada la existencia 
de un prorrepresentante | D , 0^ , R | con R •= k. | { u ^ , . . . , u^ | | , no te­
nemos explicitamente su construccion.
A continuacion construiremos un desarrollo que es un prorrepre- 
s en tan te, segun la def inicion siguiente:
Definicion 2.3. Llamaremos desarrollo de H-N miniversal de a
un desarrollo |D*, 0^, R|, con R 6 C que verifies: dados un des^ 
rrollo ID', 0^« A' ( y los morfismos p : A' + A suprayectivo y 
n : R A taies que n* (D*) es équivalente a p*(D') entonces,
existe un homomor f ismo q' : R -► A' tal que q ' * (D* ) es équivalen­
te a D'
— loi *“
Lema 2.4. Dada una curva algebroide irreducible 0^, existe un sub- 
sctnigrupo S' C S'CO^) generado por {n^ , = hn + = hn +
+ hj gj + Og, . . . , - hn + hj gj + H,* donde E(0^) =
,n^ = 1) y.tal que < «>,
Demo s t racion.
(i) Consideremos en la matriz del desarrollo de H-N de 0^ las
dos primeras cajas C^, C^ con filas distinguidas (0-6), 1,i, re^
pectivamente. Esto nos dice que en la parametrizacion asociada es
X. = a , . X ,+...+ a . .  + xî* z, de lo cual deducimos1 o l , x l  o n , i l  1 1
Xj *^1 ~ ® y por tanto o (w^ ) = hn + n^ .
(ii) Supongamos que para todo i < s existe w G 0^, =
h ^1
= X, w,
S - 1
Wj|^ _j con o(w^) = hn + hj gj +...+ h ^ i - 1  + "i
y gj = o(wj ) .
Supongamos que la matriz tiene las s+1 primeras cajas de la si­
guiente forma:
1 0 __ 0
1 0 __ 0
1 0  0
C.
1 0  0
"s-fl
donde la fila marcada en la caja la g , y la caja anterior a
ella con igual fila marcada es la C. .
Esta situacion se refleja en el desarrollo de la forma siguiente
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O )  \  - "k+, l.g \+l “k h ^ „,g ' L T  + %+2,6
*^k+3 ^k+3
^k+2,c " ®k+3 l.g’ ^k+3 +••*+ ®k+3 ^k+3 '*' ^k+3 '^k+^ .g',
I f gcon g ’ = {g+i 
(3) %-l,j " «S-1 l,j %-l +•••+ %-l^ ^8 j
de (l)_d«.^ d m o s  \  - =k+l 1,6 ”k+l ”k ■
■ ”k+l ‘“k+1 2,b “k+1 + - " +  "kïî‘ "k+2,s> ® "'"Itiplicamos el
'^ k+1 2 '^ kresultado anterior por —--- y le sumamos -w.,. —  a . « , obte
k+1 t k '8
2 I^c 3 k^ "!
"k+l (^k+l 3,6 \+l + -+  ^ \+2,g) ® ^o- Continuando
’^k+l '^ k
el proceso, en la etapa obtendremos (4) ^k+2,g ® ^o *
Sustituimos en (4) ^ por (2) y procedemos analogamente a
como hicimos con (1). Continuâmes el proceso en las siguientes cajas
^k ^k+1 ^8-1
hasta llegar a (3) y obtenemos '^ k+l *’* '^ s-1 ^s ^ ^o os de-
h ^1 ^k+1 ^k+1 ^8-1 _cxr Xj Wj ... ... Zg G 0^ y puesto que
^k h ^1 *^ B-1
Wk 6 Oq obtenemos = Xj Wj ... ... Wg_j Zg 6 0^ con
6(w ) = h + h, g, +...+ h , g , + n .s n i l  s-1 s-1 s
(iii) El semigrupo S' tiene complementar io en fl finito y a que el 
maximo comun divisor de los generadores es (n, g^ , . . . , g^) =»
“ (n, n^ n^, 1) = 1 .
Corolar io 2.5. Dado un desarrollo de H-N, | D , % * A | con % parame^
trizacion de 0^, existe un subsemigrtipo S' C  S(D) con S' genera­
do como en el lema anterior y tal que jlf(H-S') < <».
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Demos tracion.
Tomemos los elementos del desarrollo (x*,w*,...,w*} taies que 
sus residues sean {xj,w^,...,W2} del lema anterior, por medio de 
los cuales generamos el semigrupo S ’ de 0^. Dichos elementos son 
potencias y productos de los elementos de D, {xj,z^,,..,z^} que son 
series en A||t|| con coeficiente del termine de menor grade unidad 
y Zp = t.
Consideremos S como el generado por {o(x*), o ( w * o ( w * )} 
que esta contenido en S (D) y por el lema anterior #(H-S') < •».
Todos los desarrollos de H-N de 0^ tienen en comun que la 
bra genêrica tiene igual sucesi6n de mul tip lie id ad es que 0^. La for^  
ma mas canonica de manejar una curva a partir de su sucesion de multi. 
plicidades es considérer su cierre de Arf (0-8.3), cuya construccion 
damos a continuacion.
Nota 2.6. En (2.6 |ll|) se da una construccion explicita de la ma­
triz del desarrollo de H-N del cierre de Arf 0* de una curva al-
o
gebroide irreducible 0^, que esencialmente es como sigue:
Considérâmes la base de Apery de S(0*) relative a n , es de- 
cir el conjunto de enteros {a^,a^,...,a^ ^} definido por a^ = n y 
a^ = min {y G S | y = i (mod n)} 0 < i < n. La matriz de (7* la
construimos anadiendo a la matriz de 0^ una fila de la forma 
(0 .... 0 1 0 ....) para unos ciertos aj de la base de Apery, y t£ 
les que el 1 estO en el lugar necesario para proporcionar al semigr^ 
po S(0*) el nuevo valor a j . La nueva matriz tendra n filas, doti 
de e (0^) = n.
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Teor ema 2.7. Dada una curva irreducible , existe un desarrollo de 
H-N miniversal de 0^, [D*, R| con R G C regular.
Demostracion.
Sea c* el conductor del subsemigrupo de 8(0^) del corolario
2.5.
(i) Definimos R = k | | j | | con i=0, . . . , c ’ -1 , j = l,...,n, e ((7^ ) = n,
y donde u^j = 0 cuando ij es el indice correspondiente a los 1 y
ceros de las filas marcadas de la matriz de H-N de 0^.
(ii) El desarrollo miniversal D* lo definimos como un desarrollo 
que tiene como matriz (b j ) i=0,...,«>, j«=l,...,n donde b^j son 
como sigue;
(a) Sea j=l,...,N y sea (a^j) la matriz de H-N dé 0^.
Si ij es un indice correspondiente a unos y ceros de filas ma_r
cadas, bjj es 1 o 0 segun lo sea ®ij •
Si ij es tal que c ' £ i, b^j = ®ij'
Si ij no es ninguno de los dos casos anteriores b^j = +u^j
(b) Sea j = N+I,...,n entonces b j = u^ j^ .
(iii) |d *, 0^, r | es miniversal. En efecto:
Sea |D', 0^, A'1 donde la matriz de D ' es (b!j) y la de
0^, (a^j). Definimos q : R -*■ A' por p(u^j) = b I j - a^ j^ . La iin£
gen de D* p*(D*) es un desarrollo de H-N de 0^ sobre A', que 
coincide con D ' en las c* primeras columnas. Sea c el conductor 
de S(D') puesto que c _< c ' , p * ( D * ) es équivalente a D' (1-5.5).
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Nota 2.8. La construccion del desarrollo versai en el teorema ante­
rior depende del desarrollo de H-N de la curva 0^. Este desarro­
llo no es unico pues varia segun las posibilidades de elegir la fila
marcada (0-6), pero se puede dar un desarrollo que fijada la primera
fila marcada sea, en cicrto sentîdo, dnico con lo que el desarrollo 
de H-N miniversal estarâ univocamente determinado |ll|.
Dichos desarrollo es como sigue: Si para cada caja C^ se marca 
la fila i, para la caja *^j + l marcarâ, si hay varias posibilid^
des, la fila i' mas proxima a i con i' < i. Si no es posible, la 
fila i' mas proxima a i con i < i'.
Nota 2.9. Si consideramos un functor similar al functor HN, pero 
cons iderando deformaciones que admitan désarroilo de H-N, no pode- 
mos, en principio, encontrar la deformac ion miniversal, pues el des^ 
rrollo miniversal hallado no nos détermina en general una de formacion. 
No obstante, encontramos un représentante miniversal en una categorîa 
mas amplia a la de deformaciones que admiten desarrollo , la cate^
gorîa V de desarrollos de H-N.
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